6 


ip y ; 
-M100 22 | | 
de LS THE OPEN UNIVERSITY 


Curso Básico de Matemáticas Unidad 22 


Algebra lineal |. 


LIBRERIA CAJAL 


Navarro Rodrigo, 20 


ALMERIA 


The Open University 


DD a 


Curso Básico de Matemáticas Unidad 22 


ALGEBRA LINEAL I 


Preparado por el Equipo del Curso Básico de Matemáticas 


Traductor: 


Antonio Linares, Profesor de Matemáticas 
Universidad del Valle 


libros mcgraw-hill 


bogotá sao paulo nueva york 
londres toronto sidney Johannesburg 
dusseldorf singapur 


méxico panamá madrid 


Queda terminantemente prohibido reproducir este libro, total 
o parcialmente, sin autorización escrita del editor 


RESERVADOS TODOS LOS DERECHOS (D. R,) 


Copyright O 1974 respecto de la edición en idioma español, por 
EDITORIAL McGRAW-HILL LATINOAMERICANA, S. A. 
Colón, República de Panamá 


0-07-090781-1 


Traducido de LINEAR ALGEBRA I 
Copyright O 1971 by the Open University Press 
Bletchley, Bucks, England 


IMPRESO EN COLOMBIA PRINTED IN COLOMBIA 


El concepto de enseñanza abierta desarrollado por la Open University 
utiliza materiales en forma de libros, películas y cintas magnetofóni- 
cas que el estudiante utiliza fuera de la institución. Sin embargo, es- 
tos materiales también pueden utilizarse dentro de programas tradi- 
cionales. Los componentes de los programas desarrollados por la Open 
University son: 


LIBROS: Todos los libros tienen el mismo formato, y fueron escri- 
tos, diseñados y producidos por especialistas de la Open University. 
La mayor parte de los libros están profusamente 'ilustrados con dia- 
gramas y fotografías —muchas a colores— y tienen un diseño fácil y 
atractivo para el estudiante. Cada libro contiene objetivos de apren- 
dizaje muy explícitos, y cuestionarios de autoevaluación, así como 
respuestas y comentarios a la autoevaluación, permitiendo así al es- 
tudiante, darse cuenta de su propio progreso. Todos estos libros pue- 
den utilizarse como textos —va sea en forma individual, o uniendo 
varias unidades— o como material de referencia. 


PELICULAS: Las películas han sido preparadas como material 
suplementario y de refuerzo para permitir al profesor mayor libertad 
de trabajo con cada estudiante. Las películas están en 16 mm, y en 
su mayor parte son en blanco y negro. A la fecha de publicación de 
estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


CINTAS MAGNETOFONICAS: Al igual que las películas, estas 
cintas fueron preparadas como material suplementario y para ser uti- 
lizadas por el estudiante en su propia casa. A la fecha de publicación 
de estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


NOTA A LOS MAESTROS: s5Se han mantenido todas las referen- 
cias a otros elementos del programa en los materiales impresos, por 
considerarse que no obstaculizan la utilización de los libros como 
textos independientes. Los profesores que no tengan acceso a los ma- 
teriales audio-visuales fácilmente podrán sustituirlos con sus pro- 
pios experimentos o explicaciones. 


Esta obra se imprimió en los Talleres Gráficos de Carvajal « Cía. 
de Cali, Colombia, en el mes de abril de 1974. Se imprimieron 5000 
ejemplares en papel offset de 90 g/m?. 


22.1 


22.1.0 
22.1.1 
22-12 
22.1.3 
22.1.4 
22.1.5 
22.1.6 


22.2 


Za:Z E 
ZO Z 
22.2.3 


22.3 


22.4 


Tabla de materias 


Objetivos 

Diagrama estructural 
Glosario 

Notación 
Introducción 


Vectores geométricos 


Introducción 

Conjuntos de flechas y vectores geométricos 
Adición en el conjunto de los vectores geométricos 
Múltiplos escalares de los vectores geométricos 
Dependencia e independencia lineales 

Algebra de los pares numéricos ordenados 
“Multiplicación” en el conjunto de los vectores 
geométricos 


Espacios vectoriales 
Algebra de las listas 


Espacios vectoriales 
Bases y dimensión de un espacio vectorial 


Resumen 


Apéndice: Aplicaciones de los vectores geométricos 


Mi 


34 


34 
42 
49 


53 


54 


MB 22.0 


OBSERVACIONES AL ALUMNO 
Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 


1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 


2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 


a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 


b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 
detallado. 


e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 
3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 
4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 
5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 
NUMERACION E INDICADORES 


Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 


de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 


En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 


del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por' falta de tiempo. 


También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 


* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 
M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El objetivo principal de esta unidad es introducir el concepto 
de espacio vectorial y de algunos otros conceptos relacionados 
con éste. 


Después de haber trabajado esta unidad, debe poder: 


(i) sumar gráficamente vectores geométricos y representar 
gráficamente un múltiplo escalar de un vector geométrico; 

(ii) expresar un vector geométrico dado como la suma de múl- 
tiplos escalares de otros vectores geométricos dados; 

(iii) explicar el significado del producto interior de dos vecto- 
res geométricos y calcularlo; 
(iv) entender lo que significa un espacio vectorial; 

(v) definir dependencia lineal e independencia lineal de un 
conjunto de vectores de un espacio vectorial, y decidir si 
un conjunto dado de vectores es linealmente dependiente 
o independiente; 

(vi) definir base de un espacio vectorial y encontrar bases en 
casos sencillos. 
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Una base de un espacio vectorial V es un 
conjunto de vectores bases de V. 


Una combinación lineal de los elementos 


Vi, Uz, --., Ur de un espacio vectorial V 
es una expresión de la forma a,U, + 43U> 
+ --+ + QUz, donde «aj, %y, ..., %g, SON 
escalares. 


La dimensión de un espacio vectorial V es 
el número (único) de elementos que hay en 
una base de V. (Si una base no contiene un 
número finito de elementos, se dice que el 
espacio vectorial es de dimensión infinita.) 


En este texto, un escalar es un número real. 


Un espacio vectorial es un conjunto de ele- 
mentos que verifican los axiomas dados en 
la página 42. 


Una flecha está definida por una longitud, 
una dirección, un sentido y un extremo. Es- 
tá asociada al punto del espacio al cual es- 
tá aplicado su extremo romo. 


Se dice que el conjunto de vectores |u,,U», 
., Un| de un espacio vectorial V genera 

a V si todo elemento de V se puede expresar 

como una combinación lineal de v,, Uv», 
5 LOs 


El conjunto de vectores |Uv,, UV», ..., Ur] 
de un espacio vectorial V es linealmente 
dependiente si y solamente si existen esca- 
lares 2,, %,, ..., %, que no son simultá- 
neamente iguales a cero, tales que av; + 
7302 + ::: + agUr =0. 


El conjunto de vectores [u,, Uz, -.-» Ur] 
de un espacio vectorial V es linealmente in- 
dependiente si y solamente si 

0/0, + 007 +: +00, =0 
>0=0%=-:"=04=0. 


Una lista es una sucesión finita de números, 
escrita así (a,, 4), ..., An), O así /a;, 
a, 
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INTERIOR 
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VECTOR 


VECTOR 
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VECTORES BASES 


El módulo de un vector geométrico es la lon- 
gitud (positiva) del vector. 


Véase producto interior. 


El producto interior (o escalar) de dos vec- 
tores geométricos es el producto de las lon- 
gitudes de los vectores y el coseno del ángu- 
lo formado por ellos. 


Una traslación (en 2 dimensiones) es una 
función uno-a-uno f, cuyo dominio es el 
conjunto de todos los puntos del plano, de- 
finida por f:P-——=Q) donde PQ = a, por 
ejemplo. RE 


Un vector es un elemento de un espacio vec- 
torial. 


Un vector geométrico es el conjunto de to- 
das las flechas que tienen la misma longi- 
tud, dirección y sentido que una flecha dada. 


Si (0,, vz, -.., Un| es un conjunto lineal- 
mente independiente de vectores de un es- 
pacio vectorial V, y este conjunto también 
genera a V, entonces decimos que el conjun- 
to es un conjunto de vectores bases de V. 
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Notación Página 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen en 
el texto. 


d Una flecha. 3 
AB La flecha que tiene su extremo romo en A, longitud 3 
AB y que está dirigida de A a B. 
AB El vector geométrico al cual pertenece AB. 4 
a El vector geométrico al cual pertenece da. 4 
p Una relación de equivalencia. 5 
9 El vector geométrico 0. 9 
¡ABI é 
má La longitud de AB. 15 
AB 
lal La longitud de a. 15 
4q El vector geométrico que consiste en todas las flechas 17 
que tienen la misma dirección que d y cuya longitud 
esAX lal. 
ij k Los vectores geométricos de longitud unitaria que 25, 33 
tienen la misma dirección y el mismo sentido que los 
ejes de las coordenadas cartesianas rectangulares, 
Ox, Oy, Oz respectivamente. 
a-b El producto interior de a y b. 29 
(a,,a>, , 4») 
a; 
42 La lista de elementos a,,4;,..., Ap. 32 
A, 
4 Un espacio vectorial. 39 


V1,02,--»>0%x Elementos de un espacio vectorial. 39 


viii 


Bibliografía 

Banesh Hoffmann, About Vectors, (Prentice-Hall, 1966). Este es 
un libro excelente que estudia en detalle las dificultades que se 
presentan al definir la sensibilidad de los vectores. Es muy ade- 
cuado para los estudiantes que han conocido antes los vectores 
y que no están contentos con nuestra forma de tratar el tema. 
La notación y el tratamiento usados en este libro son diferentes 
al nuestro, pero explicará con alguna extensión por qué hemos 
escogido el enfoque especial adoptado en el Curso Básico. 


A. J. Pettofrezzo, Vectors and Their Applications, (Prentice-Hall, 
1966). Este es un tratado recto de los vectores, que se define co- 
mo “segmentos de recta dirigida”; es muy adecuado para los 
estudiantes que encuentran confusa la equivalencia de la defi- 
nición dada en clase. 


Hans Liebeck, Algebra for Scientists and Engineers, (John Wiley, 
1969). Este libro es una introducción excelente al Algebra Lineal. 
El enfoque es similar al del Curso Básico. 


Reconocimientos 


Gratos reconocimientos a la siguiente fuente por el material usa- 
do en esta unidad: 
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“El singular incidente de la tribu vectorial. 


Algunos han dicho que una vez existió una tribu de indios que 
creían firmemente que las flechas eran vectores. Si querían ma- 
tar un ciervo que se encontraba directamente al noreste, no 
disparaban una flecha en dirección al noreste, sino que dispa- 
raban dos flechas simultáneamente, una directamente hacia 
el norte y otra directamente hacia el este, confiados en que la 
poderosa resultante de las dos flechas mataría al ciervo. 


Los científicos escépticos han dudado de la veracidad de este 
rumor, basándose en que no se han encontrado ni las más lige- 
ras trazas de la existencia de la tribu. Ahora bien, la absoluta 
desaparición de la tribu, como consecuencia de la inanición, 
es precisamente lo que cualquiera hubiera esperado, dadas las 
circunstancias; y, puesto que la teoría que afirma que la tribu 
existió confirma dos cosas tan diversas como el comportamien- 
to no vectorial de las flechas y el principio darwinista de la 
selección natural, no es, seguramente, una teoría que se deba 
rechazar a la ligera”. 


BANESH HOFFMANN 
About Vectors 
(Prentice-Hall, 1966) 
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22.0 INTRODUCCION 


Al comenzar nuestro curso básico introdujimos el concepto bá- 
sico de conjunto. Cuando introducimos una operación que nos 
permite combinar los elementos de un conjunto (como la adi- 
ción en el conjunto de los números reales), obtenemos una es- 
tructura matemática, y las cosas comienzan a hacerse más 
interesantes. Con dos operaciones (como la adición y la mul- 
tiplicación) la estructura se hace más interesante aún, y más 
todavía cuando introducimos las aplicaciones del conjunto ori- 
ginal en otros conjuntos. A cada paso, la estructura se hace más 
intrincada y posiblemente más intrigante. En algún paso se 
hace posible demostrar resultados que no son obvios y resulta- 
dos que son inesperados. Estos resultados pueden tener tam- 
bién unas aplicaciones útiles. 


En esta unidad tenemos la intención de construir una estruc- 
tura matemática particular. Comenzamos con un conjunto de 
elementos que llamamos flechas; después utilizamos las flechas 
para definir el conjunto de los vectores geométricos y discuti- 
mos las maneras de combinar los vectores geométricos. Aun 
cuando no fuera más que un ejercicio de construcción matemá- 
tica, valdría la pena dedicarle algún tiempo. Sin embargo, el 
sistema que construimos nos lleva eventualmente al álgebra li- 
neal, que es una rama importante de la matemática y tema cen- 
tral de uno de los cursos de nuestro segundo nivel. 


El concepto más importante en este texto es el espacio vecto- 
rial; habrá otras tres unidades, con el título de Algebra lineal, 
lo cual demuestra la importancia de este concepto. Una vez más 
estamos comenzando una materia completamente nueva y una 
vez más se hace difícil apreciar toda la importancia de ella en 
los pasos iniciales. 


La primera parte está dedicada a los vectores geométricos por 
tres razones: es posible que ya haya visto antes este ejemplo de 
espacio vectorial; es un ejemplo geométrico de un espacio vec- 
torial y muchos estudiantes encuentran una cómoda ayuda en 
los enfoques gráficos; este ejemplo geométrico es de gran ayuda 
intuitiva cuando, más adelante, se estudien espacios vectoria- 
les que no tienen carácter geométrico. 


Que los vectores geométricos son extremadamente útiles en la 
matemática aplicada es un tema candente de este texto. Sin 
embargo, en un breve apéndice tratamos de explicar cómo se 
utilizan los vectores geométricos. Es conveniente leer ese apén- 
dice. 


En la Sección 22.2 casi iniciamos nuevamente el estudio de los 
espacios vectoriales, pero esta vez con un enfoque distinto. Si 
ha encontrado difícil captar ese concepto cuando lo discuti- 
mos en términos de vectores geométricos, entonces tendrá en 
- esta sección una buena oportunidad de comprender la idea 
esencial de un espacio vectorial. 


Si ya conoce los vectores, entonces debe prestar particular aten- 
ción a nuestra terminología. Llamaremos vectores geométricos 
a los vectores que suelen aparecer en la matemática aplicada 
(y que también llamamos “segmentos de rectas dirigidos”) y 
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Introducción 
* * 


reservamos la palabra vector para designar un elemento de lo 
que llamamos espacio vectorial. 


22.1 VECTORES GEOMETRICOS 


22.1.0 Introducción 


Todos sabemos que la velocidad de un avión con respecto a la 
tierra se ve afectada por la velocidad del viento. Cuando el vien- 
to sopla de popa, el avión vuela más rápidamente; con un viento 
cruzado, el piloto tiene que corregir la ruta y volverse hacia el 
viento para poder llegar a su destino. Con mucha frecuencia las 
matemáticas aplicadas tienen que manejar situaciones como 
ésta, en las cuales es necesario construir un modelo matemáti- 
co de la situación física. 


o 


Para construir tal modelo, el matemático supone que el aparato 
es arrastrado libremente por el viento, como sucede con una bo- 
canada de humo, y que es posible representar este movimiento 
mediante una flecha cuya longitud represente la rapidez del 
viento, y cuya dirección y sentido representen la dirección y 
sentido del viento. Por ejemplo, puede soplar, en un momento 
dado, un viento de 30 km /h desde el este hacia el oeste. 
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22.1.0 


Introducción 
* 


(Incidentalmente supondrá también que el avión se reduce a un 
punto, ya que ni la forma ni el tamaño son importantes en este 
problema.) La velocidad del avión, a través de la corriente de 
aire, se puede representar por otra flecha. Ya veremos que el mo- 
do en que podemos combinar matemáticamente estas flechas, 
considerándolas como representaciones de vectores geométri- 
cos, permite al matemático determinar la dirección que debe 
tomar el aeroplano. 


22.1.1 Conjuntos de flechas y vectores 
geométricos 


En esta sección introduciremos los vectores geométricos usando * 


el concepto de flecha. 


Flechas 


En lo que a nosotros se refiere, una flecha tiene longitud, direc- 
ción, sentido y posición. La posición se puede especificar me- 
diante uno de los extremos de la flecha, por ejemplo el extremo 
romo. 


e 


Algunas veces nos limitamos a trabajar con las flechas que es- 
tán contenidas en un plano (en otras palabras, todas las flechas 
se pueden trazar en una hoja de papel.) En otras ocasiones, sin 
embargo, las flechas pueden estar en el espacio tridimensional 
pero, a no ser que sea claro por el contexto, tendremos que espe- 
cificar, desde el inicio de la discusión, a qué caso nos referire- 
mos. Por ahora, cuanto digamos se aplica a ambos casos. 


Lo primero que necesitamos es una notación; usaremos una fle- 
chita colocada sobre una letra, por ejemplo 4 para indicar que 
ese elemento denota una flecha. Algunas veces se define una 
flecha en términos de sus extremos, digamos A y B; en ese caso 
podemos escribir AB para denotar la flecha cuyo extremo romo 
está en A, y la punta en B. 


Definimos que dos flechas son iguales si tienen la misma longi- 
tud, la misma dirección, el mismo sentido y la misma posición. 
Es importante notar que las dos flechas, AB y PO, que se mues- 
tran más adelante, son distintas aunque tienen la misma longi- 
tud, dirección y sentido. (Estas flechas pueden estar represen- 
tando, por ejemplo, las velocidades asociadas a dos partículas 
distintas, situadas en los puntos A y P.) 
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Tema principal 
* * 


Definición 1 
*. os 


Notación 1 
S 0 


Definición 2 
* * 


B 
AB 
Q 
Á 
a 
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Vectores geométricos 


El conjunto de todas las flechas que tienen la misma longitud, 
dirección y sentido que una flecha dada, pero que tienen posi- 
ciones diferentes, es de gran interés porque, en muchos casos, 
queremos una información de conjunto, en vez de una informa- 
ción individual sobre cada flecha. (Por ejemplo, podemos querer 
representar “un viento que sopla desde el este con una intensi- 
dad igual a 6”.) A tal conjunto lo llamaremos vector geométrico. 
En el siguiente diagrama hemos ilustrado algunas de las flechas 
que pertenecen a un mismo vector geométrico. Recuerde que un 
véctor geométrico es el conjunto de todas las flechas que tienen la 
misma longitud, dirección y sentido que una flecha dada y, así, 
aunque cada flecha del diagrama es diferente de las demás, cual- 
quiera de ellas determina y representa el mismo vector geomé- 
trico. 


E 


q 
PS 


Ahora necesitamos una notación para los vectores geométricos. 
Puesto que una flecha cualquiera, digamos AB, basta para espe- 
cificar el vector geométrico al cual pertenece, denotaremos ese 
vector geométrico por AB Puesto que los vectores geométricos 
son conjuntos de flechas, la igualdad de dos vectores geométri- 
cos está definida: toda flecha que pertenezca a uno de los con- 
juntos debe pertenecer también al otro. Las dos flechas, AB y 
PO, pertenecen al mismo vector geométrico, lo cual podemos 
denotar por AB O PQ; estos vectores geométricos son iguales; 
por tanto, escribiremos AB = PQ. 


Usamos una notación similar, q, para denotar el vector geomé- 
trico que tiene a la flecha 4 como uno de sus elementos; esto es 
aga: 


Es imposible trazar un diagrama donde estén dibujadas todas 
las flechas que pertenecen a un vector geométrico dado; así, 


4 
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Definición 3 
* * 


Notación 2 
hh $* 


B 
—>e 
AB 
Q 
A 
PG 
P 


pues, cuando necesitamos tener una representación gráfica de 
un vector geométrico, trazaremos solamente una de sus flechas 
y entenderemos que esa flecha representa todo el conjunto. 


El conjunto de todos los vectores geométricos es el punto de 
partida para la construcción de nuestra álgebra vectorial. An- 
tes de que podamos combinar convenientemente los vectores 
geométricos, tenemos que asegurar este punto: cualquiera que 
sea la flecha que escojamos para representar el vector geométri- 
co, el resultado final será el mismo. Analicemos algunos de los 
aspectos de los vectores geométricos que los relacionan con al- 
gunas ideas que discutimos en la Unidad 19. 


Clases de equivalencia 


La relación 

“tiene la misma longitud, dirección y sentido que” 
es una relación de equivalencia en el conjunto de todas las fle- 
chas. (Para la definición de relación de equivalencia véase la 
Unidad 19, Relaciones.) 


Si abreviamos la expresión 


á tiene la misma longitud, dirección y sentido que 5 
apb 
tenemos entonces que 
(i) d pa para todo d; 
(ii)adpb=bpa; 
(iii)apby bpei=>apd; 
esto es, se verifican las tres condiciones exigidas a las relacio- 


nes de equivalencia. Esto significa que a es la clase de equiva- 
lencia que contiene al elemento a. 


Una relación de equivalencia determina una partición en el 
conjunto original (aquí, el conjunto es el de todas las flechas) 
en conjuntos disjuntos, llamados clases de equivalencia (aquí, 
son los vectores geométricos); es esta la razón por la cual son 
importantes las clases de equivalencia. En otras palabras, dos 
vectores geométricos cualesquiera, a y b, o son idénticos o no 
tienen ningún elemento común. 


MB 22.1.1 


Traslaciones 


En un plano dado, podemos interpretar el vector geométrico a, 
que contiene flechas que pertenecen a ese plano, como una or- 
den dada a cada punto del plano para que se mueva a una nueva 
posición. Por ejemplo, un punto particular P va a caer en el 
punto Q si PO a. 


jm 


Hay aquí una reminiscencia del concepto de aplicación, donde 
Q es la imagen de P y, de hecho, algunas veces este es un enfo- 
que útil de los vectores geométricos. Podemos utilizar el vector 
geométrico 4 para definir una función inyectiva (uno-a-uno) 
f, cuyos dominio y codominio son el conjunto de puntos del 
plano, tal que 


PDr-Q 


donde PQ = 4. A tal función le damos el nombre de traslación 
A cada vector le corresponde una traslación única. 


De manera semejante podemos definir una traslación en el es- 
pacio tridimensional. 


Ejercicio 1 


La figura es un hexágono regular. Hemos omitido las puntas de 
las flechas porque se sugieren en las proposiciones siguientes. 
En cada caso indique si la proposición es verdadera o falsa: 


(1) 4B=ED VERDADERA/FALSA 
(ii) AB= AB  VERDADERA/FALSA 
(iii) FO =ED  VERDADERA/FALSA 
(iv) 40 =EF VERDADERA/FALSA 


(v) BC= AD  VERDADERA/FALSA a 
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Definición 4 
* kt 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


22.1.2 Adición en el conjunto de los vectores 
geométricos 


Ya tenemos nuestro conjunto de vectores geométricos. El próxi- 
mo paso es combinarlos de una manera matemática. Podemos 
preguntarnos qué clase de combinación será útil, pero, por aho- 
ra estamos considerando este problema como un ejercicio mate- 
mático y no como una aplicación práctica; así, tal pregunta ca- 
rece, por ahora, de interés. Si encontramos (como por supuesto 
ha de suceder) que nuestro sistema matemático tiene algunas 
aplicaciones útiles, tanto mejor; pero no es ese nuestro objetivo 
presente. 


Adición de vectores geométricos 


Primero definiremos una operación + que llamaremos adición 
de vectores geométricos; la palabra adición está bien usada en 
este caso porque la operación presenta muchas propiedades se- 
mejantes a las de la adición en R. 


Para dos vectores geométricos cualesquiera a y b definimos 
a + b de la manera siguiente. Tome una flecha cualquiera á € a, 
escoja, después, la flecha b E b que tiene su extremo romo en la 


- 


punta de dá. 


m4 
o) 


La flecha í que tiene su extremo romo en el extremo romo de a, 
y la punta en la punta de b, pertenece a algún vector geomé- 
trico €, y definimos que este vector es a + b. 


¿Hemos definido realmente una operación binaria en el con- 
junto de los vectores geométricos? Uno de los requisitos de to- 
da operación binaria es que, en cada caso, la respuesta ha de 
ser única. Hemos formado a + b = € tomando cualquier á E a, 
el cual determinó a b € b, para combinar d y b y producir c. Su- 
pongamos que hubiéramos tomado otro representante distinto, 
a, € a; ¿hubiéramos llegado al mismo c? 


my 
o, 

> 

bd 


o; 
a 


Los dos triángulos son congruentes, de donde se sigue que ¿ y 
¿, tienen la misma longitud. Además, los triángulos son seme- 


jantes y, por consiguiente, ¿ es paralela a ¿,, de modo que í y 
¿, tienen la misma dirección y sentido. Por tanto, ¿ y 7, per- 
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22.1.2 


Discusión 
* 


Tema principal 
Rh * * 


Definición 1 
kk + + 


Discusión 
0 


(Véase RB7) 


(continúa en la página 8) 


Solución 22.1.1.1 


(i) FALSA. Las flechas iguales han de tener la misma longi- 

tud, dirección, sentido y posición. 

(11) FALSA. AB es una flecha mientras que AB es un conjunto 
de flechas. o 

(111) VERDADERA. Ambas flechas, FO y ED, pertenecen al mis- 
mo vector geométrico. 

(iv) FALSA. Las flechas 40 y EF (representantes de 40 y EF, 
respectivamente) tienen sentidos opuestos. 

(v) FALSA. Las flechas BC y AD tienen longitudes diferentes. 


(viene de la página 7) 


tenecen a c. El vector geométrico c está, por consiguiente, defi- 
nido de manera inequívoca, y resulta ser único. 


Podemos representar a + b mediante el diagrama siguiente. 
(Las flechas de este diagrama no son más que representaciones 
de los correspondientes vectores geométricos; las hemos deno- 
tado por los símbolos que usamos para los vectores geométricos.) 


ym 
yO 


a+b 
o. - 


(También podemos considerar aquí las ideas discutidas en la 
Unidad 19, Relaciones. Ya hemos visto que un vector geomé- 
trico es una clase de equivalencia de flechas. Podemos definir 
una seudoadición en el conjunto de las flechas, de manera que 
podemos añadir d a b para producir z, como antes. (No es pro- 
piamente una adición porque no podemos “sumar” cualquier 
par de vectores, a no ser que modifiquemos nuestra definición 
de adición.) También tenemos la aplicación natural del conjun- 
to de las flechas en el conjunto de los vectores geométricos de- 
finida por 


a —>4 


y podemos preguntarnos si es compatible con la seudoadición. 
El argumento es semejante al que empleamos anteriormente y 
encontramos que podemos definir la operación binaria induci- 
da de la adición en el conjunto de los vectores geométricos.) 


Ejercicio 1 


Trace un diagrama que ilustre los vectores geométricos a + b y 
b + a. ¿Son iguales los dos vectores geométricos? ¿Es conmu- 
tativa la adición de vectores geométricos? 7 


Ejercicio 2 


Utilice el diagrama siguiente para ilustrar la propiedad asocia- 
tiva de la adición de los vectores geométricos: 


(a+b)+c¿=4a+(b +2) 
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Solución 22.1.1.1 


Discusión 
* 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


yo 
yo 


yo 
po 


Ejercicio 3 


En la página 6 vimos que un vector geométrico determina una 
traslación única que aplica el conjunto de puntos del plano (o 
del espacio tridimensional) en sí mismo. Así, el conjunto de 
vectores geométricos, dotados de la adición, determina el con- 
junto de las traslaciones que, a su vez, posee una operación bi- 
naria. ¿Cuál es la operación binaria que, en las traslaciones, 
corresponde a la adición de vectores geométricos? 1] 


El vector geométrico cero 


¿Es cerrada la operación binaria de la adición en el conjunto 
de los vectores geométricos? Antes de responder a esta pregunta 
daremos una definición más. 


Dado un vector geométrico a, definimos —4 como el vector geo- 
métrico determinado por la flecha que tiene la misma dirección 
y longitud, pero sentido contrario, que á, donde d € a. 


¿Qué sucede si sumamos a y —a? 


Hemos definido los vectores geométricos en términos de flechas 
que tienen la misma dirección, sentido y longitud; esto nos 
lleva a un pequeño problema con el “elemento cero”. Una longi- 
tud cero es correcta, pero, ¿cuál es su dirección? Como esta 
pregunta no tiene una respuesta satisfactoria, comenzaremos 
nuestro proceso de abstracción y definiremos:el vector geomé- 
trico cero como el resultado de sumar dos vectores cualesquiera 
de la forma a y — a. Nótese que a + (—a) y b + (—b) definen 
el mismo vector geométrico cero, que denotaremos por 0. (Estric- 
tamente hablando, estamos diciendo que Q no es un vector 
geométrico porque carece de una dirección definida, pero es 
conveniente considerarlo como un vector geométrico. En cierta 
manera, el número “cero”, en R, no está a la par con los otros 
números reales.) Por analogía con el cero de R, definimos —0 = 0 
(puesto que OQ tiene longitud cero, no podemos colocarlo en sen- 
tido contrario). 


De la definición 3 y de la propiedad asociativa de + se sigue que 


a+0=0+4q=4 


MB 22.1.2 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Tema principal 
* * 


Definición 2 
*k * * 


Definición 3 
k * * 


Notación 1 
* $ * 


Definición 4 
kh  * 


(continúa en la página 10) 


Solución 1 


ho 


ma) 


yw 


Es verdadero que a + b = b + a y, por consiguiente, la adición 
es conmutativa. 7] 


Solución 2 


Solución 3 

La operación binaria requerida es la composición en el conjunto 
de las traslaciones (esto es, efectuar una traslación y, después, 
otra). Podemos suponer que el conjunto de los vectores geomé- 


tricos se aplican al conjunto de las traslaciones mediante una 
función uno-a-uno m: 


Mar —>f 


Esta función es, entonces, un isomorfismo del conjunto de los 
vectores geométricos (con la adición) en el conjunto de las tras- 
laciones (con la composición). 


m | E 
E 


Observe que, aunque la composición de funciones no es, en ge- 
neral, conmutativa, sabemos que es conmutativa en el conjunto 
de las traslaciones porque corresponde a la adición de vectores 
geométricos que sí es conmutativa. A 


(viene de la página 9) 


(compárese con a +0=0+a =a donde a € R). El elemento 
O corresponde a la traslación que aplica cada punto a sí mismo; 
esto es, en esa traslación no ocurre movimiento alguno. 


Con la inclusión del vector geométrico cero, nuestro conjunto 
de los vectores geométricos, dotado de la adición, es un conjun- 
to cerrado. 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


MB 22.1.2 


La operación de sustracción 


Resumamos nuestra situación actual. Tenemos el conjunto de Discusión 
los vectores geométricos con la operación binaria cerrada de la ut 
adición definida en él. También tenemos el elemento cero, O, 

en el conjunto. ¿Qué diremos, entonces, de la sustracción? 


En el sistema de los números reales existe una diferencia entre 


el elemento que sumado con +2 da cero, 
esto es, 


el entero —2, 


la instrucción: “sustraer el número +2”, 
que podemos expresar como 


(+32) 


En el primer caso, se ha agregado el signo — al número 2 para 
indicar que el número es negativo; en el segundo caso, el signo 
— denota la operación binaria de la sustracción. En los vecto- 
res geométricos tenemos el equivalente del primer caso, pero to- 
davía no tenemos el equivalente del segundo caso porque aún 
no hemos definido la sustracción de vectores geométricos. 


En el sistema de los números reales existe una relación entre 
el número —2 y “sustraer +2”; “sustraer +2” es equivalente a 
“Sumar —2”. 


Por analogía definimos 
Definición 5 
h + + 


a — b como a + (-—b) 


Esto puede parecer obvio, pero es un paso esencial. El resultado 
de sustraer b de q se muestra en este diagrama: 


yor 


E 
yo 


Nótese que la operación — es una operación binaria. De la de- 
finición 2 se sigue que 


11 


MB 22.1.2 : 


De modo que 


Propiedades de los vectores geométricos 


(i) a + b es un vector geométrico (+ es cerrada). Resumen 
(ii)a+ (b+c<) =(a+b)+< (+ es asociativa). Ss 
(iii)a+b=b+a (+ es conmutativa). 
(iv) A cada vector geométrico q le corresponde un vector geo- 
métrico único —4. 
(v) Existe un vector geométrico Q tal que, para todo a, 


a + (-a)=(-a+a=0 


< 


(vi) -0=0 
(vii) La sustracción de vectores geométricos está definida por 


a—b=a+(-D) 


Ejercicio 4 Ejercicio 4 
CES Er (3 minutos) 
Utilizando las definiciones demuestre que 


(a—-b=c => (a =c+b) 


Ejercicio 5 Ejercicio 5 
: (3 minutos) 
Supongamos que los puntos O, A, B, C y D tienen, en el plano 


xy, las coordenadas (0, 0), (—2, 1), (3, 2), (2, 4) y (1, 5) respecti- 
vamente. Construya gráficamente los representantes de los vec- 
tores geométricos siguientes: 


(124 +0% 
(ii) OB — BC 
(iii) OB + BG + CD + DA + AQ 


(Recuerde que cada flecha que trace representa un vector geo- 
métrico y que, por consiguiente, se puede mover sobre el papel 
siempre que se conserven la longitud, la dirección y el sentido.) 
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Solución 4 Solución 4 


(a-b=c=>a+(—b)=c (definición de 
sustracción) 


> (a + (-2)+b=c+b 
>4+(-b)+b)=c+b (asociatividad de +) 
>4+0=c+b (definición de 0) 
>4=c+b (propiedad de 0) MW 
Solución 5 Solución 5 


(1) OÁ y OB son las dos flechas que aparecen en color, 


Nuestro problema es encontrar OA + OB. 

Podemos escoger OA como el representante del vector geo- 
métrico 04; en tal caso, necesitamos la flecha AP como 
representante de OB. 


Ahora podemos ver que 


04 +0B=04 + AP =0P 


SS 
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(iii) En el diagrama podemos ver que 


0B + BG =0€ 


MB 2.1.2/22.13 


Entonces, 0C + CD=0 


—  —= 


además, OD + 


_— 


pero OA + A0 =0. 


Se sigue que 


E a 
OB + BG + CD +D4+A40=0 
22.1.3 Múltiplos escalares de los vectores 22.1.3 
geométricos 
Consideraremos en esta sección las longitudes y los múltiplos Tema principal 


* * 


escalares de los vectores geométricos. 


Longitud de un vector geométrico 


Es conveniente tener una notación para la longitud de un vec- 


tor geométrico; denotaremos la longitud de a por |a| que leere- Notación 1 
mos “el módulo de a”. Ya hemos usado anteriormente la palabra $ 
módulo refiriéndonos a los números reales (por ejemplo, | —2| = 


2), y la usaremos nuevamente para los números complejos. En 
todos los casos en que usamos esta palabra, consideramos úni- 
camente la magnitud de la cantidad, dejando a un lado su di- 
rección y sentido. (Por ejemplo, en la recta real, —2 y 2 están 
a la misma distancia de 0, pero en sentidos opuestos.) Escribi- 
mos la longitud de AB como |4B| o como AB. Notación 2 


€ + 


+15 


Supongamos que 


c=4g+b 


jo 
jo 


al 


La longitud de cualquier lado de un triángulo es menor que (o 
igual a) la suma de los otros dos.* En notación de módulos es- 
ta proposición se expresa por 


lcl < lal + lbl 
Esta es la llamada desigualdad triangular. 


La igualdad solamente es posible cuando los tres vértices del 
triángulo están en línea recta y, en tal caso, el interior del 
triángulo desaparece completamente. 


Ejemplo 1 B 


A 


Un hombre (imaginario) desea viajar regularmente desde A has- 
ta B y quiere construir un puente para atravesar el río y que el 
puente forme ángulos rectos con las orillas (de ese modo el puen- 
te será lo más corto posible). ¿Dónde debe construir el puente 
de manera que el recorrido de A a B sea lo menor posible? E] 


Solución del ejemplo 1 


Es una pérdida de tiempo utilizar el cálculo para resolver este 
problema; hay modos más fáciles de resolverlo. Considere el si- 
guiente diagrama: 


*Esta proposición es un teorema de la geometría euclidiana. 
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Definición 1 
Rk * * 


Ejemplo 1 


Los vectores geométricos representan las tres partes distintas 
del recorrido; es evidente que, en ambas orillas, el hombre tiene 
que caminar en línea recta. Nuestro problema consiste en es- 
coger la posición del puente que minimice la expresión 


lal + lb] + Icl. 


El valor de |b| es h que no se afecta por la posición del puente; 
de modo que nuestro problema es minimizar |a| + |c|. Por la 
desigualdad triangular tenemos que 


la + cl < lal + |el, 


donde la igualdad la obtenemos únicamente cuando a y c son 
paralelos.* Por tanto, el mínimo ocurre cuando a y c son para- 
lelos. Sólo nos falta utilizar esta información para encontrar la 
posición del puente. 153] 


Ejercicio 1 


¿Dónde debe situarse el puente para minimizar la distancia de 
A a B? E 


Multiplicación de un vector geométrico por un escalar 


Sabemos lo que significa a + a, pero si escribiéramos, abrevia- 
damente, 2q sin dar ninguna explicación, estaríamos dando un 
salto injustificable. 

Parece natural escribir 


q+4= la 


pero no deberíamos hacerlo sin explicar lo que significa 2a. La 
definición se nos impone a simple vista, porque a + a tiene la 
misma dirección que a pero una longitud dos veces mayor. 


Si AE R definimos ¿a(A > 0) como el vector geométrico que 
tiene la misma dirección y sentido que a pero cuya longitud es 
Ala|. Esto implica que |A»a| = Ala|. Si A < 0, entonces defini- 
mos Aa como el vector que tiene la misma dirección, pero sen- 
tido contrario, que a, y cuya longitud es —A |a|. Definimos 
0a =0. Así, pues, 


lal = [4] x lal 


Cuando escribimos Ma, decimos que el vector geométrico a está 
multiplicado por el escalar A. Aunque A no es más que un nú- 
mero real, lo llamaremos escalar para distinguirlo del vector geo- 
métrico, porque existen situaciones más generales, en las cuales 
A es un escalar pero no es un número real. 


*Se dice que los vectores a y cg son paralelos si son paralelas las flechas á y z, 
donde4EayiEc. 


¡E 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Tema principal 
de $ 


Definición 2 
hh *€* *R 


Definición 3 
h E *« 


Solución 1 


Cuando trazamos este plano, comenzamos por dibujar la flecha 
AX. que tiene la misma longitud, dirección y sentido del puen- 
te. Después, unimos X con B. El punto donde XB corta la ribera 
indica la posición del otro extremo del puente. EE 


Otras propiedades de los vectores geométricos 


Usando nuestra definición de Aa, debería poder demostrar los 
resultados siguientes, que están de acuerdo con nuestra intui- 
ción: 

(viii) cuando A = 0, tenemos que Og = 
(ix) cuando A = 1, tenemos que la = 
(x) cuando A = —1, tenemos que — la = —a; 

(xi) para cualquier vector geométrico a y cualquier número 
real A, da es un vector geométrico; 

(xii) Ma + b) = da + Ab para vectores geométricos q y b cua- 
lesquiera y cualquier número real A (véase el ejercicio si- 
guiente); 

(xiii) para cualquier vector geométrico a y números reales A y 
y cualesquiera, 


¡2 ¡8 lO 


(A + ja = la + pa 


(xiv) para cualquier vector geométrico a y números reales A y 
y cualesquiera, 


(ApYa = A(ua) 


Ejercicio 2 


Demuestre la propiedad (xii), es decir, que la función a-—— 4 
es un morfismo del conjunto de los vectores geométricos, dota- 
do de la operación de adición, en sí mismo: 


Aa + b) = da + 4h a 


En la siguiente sección utilizaremos nuestro sencillo sistema 
algebraico para desarrollar el poderoso concepto de dependen- 
cia lineal. 


El próximo ejercicio sirve de introducción a la sección siguien- 
te, en la cual nos interesaremos en preguntas como éstas: 


(i) Si tenemos dos vectores geométricos a y b, ¿podemos obte- 


=> 
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Solución :1 


Resumen 


k  * 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 


* * 


ner unos múltiplos escalares de ellos, de modo que la suma 
de los múltiplos sea igual a un tercer vector geométrico 
dado c? 

(11) Si obtenemos £ como una suma de múltiplos escalares de 
a y b, ¿es posible hacerlo de varias maneras distintas? 


Ejercicio 3 


Si a y b son los dos vectores geométricos representados en el 
diagrama, señale el punto que queda determinado como imagen 
del origen O en la traslación correspondiente a 


la + yb 


donde A = 2 y u = 3. Denotaremos este punto por (2, 3). 


(0,0) a 


En general, si f es la traslación correspondiente a AQ + ub, y 
F(0) = P, entonces escribiremos P(A, y). 


Señale en el diagrama los puntos denotados por (1; 1. 8, 2), 
(0, 1) (0, 0), (—1, 10 


Considere, ahora, este problema en sentido inverso. Señale el 
punto que quiera en el diagrama; después, encuentre los valores 
(aproximados) de A y y tales que (A, u) sea la denotación co- 
rrecta del punto escogido. (5 


22.1.4 Dependencia e independencia lineales 


El ejercicio anterior nos recuerda el familiar sistema de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares. De hecho, si hubiéramos es- 
cogido a y b en ángulo recto y de longitud 1, entonces la situa- 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


22.1.4 


Tema principal 
k yx hy 


(continúa en la página 21) 


MB 22.1.3 
Solución 22.1.3.2 Solución -22.1.3.2 


Si A = 0, no hay mucho que demostrar. Supongamos que A > 0; 
entonces, tenemos el siguiente diagrama, donde g = M + Ab. 
Queremos demostrar que g = Aa + b). 


B = 5 
b 
2 ae Ab z 
Y 
A 
Ma E 
X 
XY  YZ ya 
Puesto que AB = 5C = A, y el ángulo ABC = el ángulo XYZ, 
los dos triángulos son semejantes. Por consiguiente, (Véase RB7) 
XZ 
Al 
AC 


Además, XZ es paralelo a AC y, por consiguiente, XZ = MAC, 
esto es 


c = Aa + b) 


Si A < 0, tenemos un argumento semejante a éste. m 


Solución 22.1.3.3 Solución 22.1.3.3 
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ción sería idéntica a la de las coordenadas rectangulares. En 
efecto, el par (A, u) serían las coordenadas del punto que es 
imagen del origen en la traslación correspondiente a M + ub. 
A una expresión de la forma Ma + ub la llamaremos combina- 
ción lineal de a y b. 


(Para no tener que repetir tantas veces “la imagen del origen en 
la traslación correspondiente a a” escribiremos, sencillamente, 
a(0). Esto es un abuso de notación (práctica usual en la mate- 
mática) porque a no es, estrictamente hablando, una función, 
aunque se puede utilizar para definir una función, como ya he- 
mos visto.) 


En nuestra discusión actual no parece importar si a y b forman 
un ángulo recto o no. Dado el origen, esos vectores se pueden 
utilizar para determinar cualquier punto que queramos (en el 
plano del papel) mediante una escogencia conveniente de A y 
1.,Al par ordenado de números (A, u) le damos el nombre de 
coordenadas del punto con respecto a a, b y al punto que hemos 
escogido como origen. 


Supongamos que tenemos dos vectores geométricos a y b, y que 
es posible expresar todos los vectores geométricos que están en 
el plano de a y b como combinaciones lineales de a y b. Deci- 
mos, entonces, que ja, b] genera el conjunto de vectores geo- 
métricos (del plano). Esto equivale a decir que, dado un punto 
cualquiera del plano, podemos encontrar dos escalares (números 
reales) A y u tales que la expresión 


(Aa + ub)(O) 
especifica el punto dado. 


(No es necesario que los valores de A y u sean enteros o posi- 
tivos; pueden ser números reales cualesquiera. En otras pala- 
bras, estamos considerando todos los puntos del plano y no 
solamente aquellos que forman los vértices del retículo del ejer- 
e1cio 22.1.3.3.) 


¿Cualquier par de vectores geométricos podrá generar el con- 
junto de todos los vectores geométricos (del plano)? La respues- 
ta es “No”. Para comprobarlo, supongamos que tenemos dados 
los dos vectores geométricos que se muestran en el diagrama: 


E 


Cualesquiera que sean los valores dados a A y u, los puntos 
(a + ub)(0) siempre caen en línea recta; no podemos salir de 
esta recta si sólo usamos los vectores geométricos escogidos. 
Esencialmente, la razón es ésta: b es un múltiplo de a; de hecho, 
b = 2a, de modo que 


da + ub = la + u(2a) 
= (4 + 2p)a 


lo 


y toda combinación lineal de a y b es sencillamente un múlti- 
plo de a. 


21 


MB 22.1.4 


(viene de la página 19) 


Definición 1 
* * * 


Definición 2 
 * * 


Definición 3 
* ok ox 


En este caso, |a, b| solamente genera el conjunto de vectores 


geométricos que son paralelos a a, y esto es así porque b no apor- 
ta nada nuevo. 


Las cosas irán mal (es decir, |a, b| no generará el conjunto de 
los vectores geométricos del plano) si b es un múltiplo de a, es 
decir, si b = fBq para algún número real $ (incluido $8 = 0). 
Lo mismo sucede si a es un múltiplo de b, de manera que q = «b 
para algún número real a. Esto se puede expresar en otra forma 
equivalente: no se puede generar el conjunto de vectores geomé- 
tricos del plano si existen dos números reales a, y «,, que no 
sean simultáneamente cero, tales que 


aq +0ab=0 


Decimos que | a, b| es linealmente dependiente si y solamente 
si existen escalares «, y «,, que no sean simultáneamente ce- 
ro, que verifiquen la ecuación anterior. Decimos que fa, bj es 
linealmente independiente si no es linealmente dependiente. 


“ La independencia lineal tiene una consecuencia sencilla pero 
importante. Si nos dicen que fa, b| es linealmente indepen- 
diente y que, a pesar de eso, existen escalares a, y «, tales que 


0,9 +a,b=0 


entonces debemos deducir inmediatamente que a, = «e, =0. 


Ejemplo 1 
Podemos demostrar que |a, 2q | es linealmente independiente, 
cualquiera que sea el vector geométrico q, de la manera siguiente. 
Necesitamos encontrar dos escalares «+, y «,, que no sean si- 
multáneamente cero, tales que 

a,q + a2(2a) = 0 
Evidentemente, a, = 2 y a, = —1 sirven. (Hay otras muchas 


posibilidades; por ejemplo, a, =4 y a, = —2.) a 


Más adelante veremos que la independencia lineal de | a, bj no 
solamente es necesaria,* sino que también es suficiente* pa- 
ra garantizar la generación del conjunto de los vectores geomé- 
tricos (del plano). 


Argumentos muy semejantes a esos se aplican en el espacio tri- 
dimensional. Podemos extender la misma idea a cualquier nú- 
mero de vectores geométricos para dar las siguientes defini- 
ciones. 


Se dice que el conjunto de vectores geométricos (q”, q”, g?, 

...,q') es linealmente dependiente si y solamente si existen 

escalares a,, %,, ..., %n, no todos iguales a cero, tales que 
aq) E aq E aja? ++ a am — 0 


(También diremos que los vectores geométricos mismos son li- 
nealmente dependientes.) 


Se dice que el conjunto de vectores geométricos (aP,g?,...,q”) 


*En la Unidad 17 definimos los términos necesario y suficiente. 
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Ejemplo 1 


Definición 4 
h Rh * 


€s linealmente independiente si no es linealmente dependien- 
te. (También diremos que los vectores geométricos mismos son 
linealmente independientes.) 


La característica esencial de un conjunto de vectores geométri- 
cos linealmente dependientes es que implica una cierta redun- 
dancia en el conjunto considerado. Si el conjunto es linealmen- 
te independiente, no existe tal redundancia y aun es posible 
que esté “incompleto”; por ejemplo, un conjunto (a, b| lineal- 
mente independiente no puede generar el conjunto total de 
vectores geométricos tridimensionales. Para aclarar esta idea 
intuitiva, examinemos nuevamente el problema en dos dimen- 
siones, pero esta vez no lo consideraremos en términos de dos 
vectores geométricos a y b del plano, sino en términos de tres 
vectores geométricos a, b y e del plano. Hay dos situaciones po- 
sibles: dos o más vectores geométricos son paralelos, o todos 
ellos tienen direcciones diferentes entre sí (supuesto que nin- 
guno de ellos es 0). Consideraremos los dos casos. 


(i) Supongamos primero que a y b son paralelos, entonces lab! 
es linealmente dependiente porque podemos expresar uno 
de los vectores geométricos como un múltiplo escalar del 
otro: q = Ab, por ejemplo. 


€ 
E 
a 
a, 
b 
3 


Esto significa que a es, efectivamente, redundante y que, 
siempre que aparezca, podemos sustituirlo por Ab. 

(ii) Supongamos, ahora, que a y b no son paralelos; entonces, 
la, bj es linealmente independiente, de modo que intui- 
tivamente estamos seguros de que genera el plano. 


lo 


- 


En este caso, g se puede expresar en la forma Ma + ub de 
manera'que 


c= la + yb 


y, siempre que aparezca €, lo podemos sustituir por esta com- 
binación lineal de a y b. Aquí hemos tomado a c como el 
elemento redundante. 


Nótese que, en el primer caso, teníamos que a = Ab, de modo 
que 
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Definición 5 


kh kk * 


Discusión 


hh * 


y, en el segundo caso, € = AMq + ub, de manera que 


SS 


¿-/a-u=0 


Según la definición de dependencia lineal, el conjunto de vec- 
tores geométricos |a, b, c| es, en ambos casos, linealmente 
dependiente. 


Parece que cualquier conjunto de tres vectores geométricos co- 
planarios debe ser linealmente dependiente y que se necesita 
un conjunto linealmente independiente de sólo dos vectores 
geométricos para generar el conjunto de los vectores geométri- 
cos (del plano). El argumento anterior no constituye una de- 
mostración; nuestra discusión intuitiva sugiere el resultado 
_ que demostraremos más adelante. 


Ejercicio 1 
(i) ¿Son 
(11) ¿Son . 


y —a linealmente dependientes o independientes? 


a 
a y O linealmente dependientes o independientes? MW 


Ejercicio 2 
Si a y b son linealmente dependientes, entonces, ¿son 


(i) 3a y 4b linealmente dependientes? 


(ii) a +b y a — b linealmente dependientes? o] 


Ejercicio 3 
Si a y b son linealmente independientes, entonces, ¿son 


(i) 3a y 4b linealmente independientes? 
(ii)a + b y a — b linealmente independientes? a 


Vectores geométricos base 


Más adelante veremos que cualquier conjunto linealmente in- 
dependiente de dos vectores geométricos genera efectivamente 
el conjunto de los vectores geométricos (del plano); esto nos 
lleva naturalmente a la siguiente definición. 


Si un subconjunto de vectores geométricos genera todo el plano 
y si, además, el subconjunto es linealmente independiente, en- 
tonces decimos que el subconjunto forma una hase del conjunto. 
Los elementos del subconjunto se llaman yectores geométricos 
base 0, más brevemente, vectores base: 

Parece claro que debe haber dos vectores geométricos en toda 
base del conjunto de los vectores geométricos del plano, y parece 
aceptable suponer que habrá tres vectores geométricos en toda 
base del conjunto de los vectores geométricos del espacio tridi- 
mensional. No hemos demostrado ninguna de esas dos propo- 
siciones y hay varias cosas que aclarar. Por ejemplo, ¿cómo 
sabemos que toda base de un conjunto particular de vectores 
geométricos contiene el mismo número de elementos? Volvere- 
mos a formularnos esta pregunta en la Sección 22.2.3. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Definición 6 


h * * 


22.1.5 Algebra de los pares numéricos 
ordenados 


En esta sección examinaremos la relación entre las coordena- 
das cartesianas y los vectores geométricos. 


Las coordenadas cartesianas y los vectores geométricos 


Escogemos, arbitrariamente, los vectores geométricos ¡ y ¡ de 
longitud unitaria, en las direcciones y sentidos, respectivamen- 
te, de los ejes cartesianos x y y. 


Para todo punto 4(0) de coordenadas (x, y) tenemos que 


a(0) = (xi + y)(0) 
de modo que 


q = xi + yj 


Nos hemos dedicado especialmente a los vectores geométricos 
pero, puesto que existe una correspondencia biunívoca entre 
los vectores geométricos del plano y los pares ordenados, tam- 
bién podemos construir un álgebra de los pares numéricos. 


Consideraremos, pues, el conjunto de todos los pares ordenados 
de números reales, R X R, como el conjunto en el que desarro- 
llaremos nuestra álgebra. Denotaremos por f la aplicación de 
los vectores geométricos (del plano) en las coordenadas carte- 
sianas rectangulares (x, y). Esto es, 


Soxi + yj¡——(x, y) 


Sabemos que f es uno-a-uno, de modo que las Operaciones de- 
finidas en el conjunto de los vectores geométricos se pueden 
“trasladar” al conjunto R X R. ¿Qué efecto produce f sobre la 
adición y la multiplicación por un escalar? 


— 


o 


Conjunto de vectores Conjunto de pares 


geométricos ordenados (x, y) 


Adición 


Multiplicación por 
un escalar 
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22.1,5 


Discusión 
* 


(continúa en la página 27) 


Solución 22.1.4.1 


(li) a + (—a) = 0, de donde a y —a son linealmente depen- 
dientes. 
(ii) Escojamos, por ejemplo, los valores « = 0 y £ = 1, entonces 


aq + B0=04+0=0 


Se sigue que a y O son linealmente dependientes. L] 


Solución 22.1.4.2 


Si a y b son linealmente dependientes, entonces sabemos que 
existen números « y f, que no son simultáneamente iguales 

a cero, tales que 
aq + Pb =0 

(i) Se sigue que 
B 
4 
y, por tanto, 3a y 4b son también linealmente dependientes. 
(ii)a + b y a — b son linealmente dependientes si podemos 


encontrar dos números A y u que no sean simultáneamen- 
te iguales a cero, tales que 


Aa + b) + pla —b)=0 


564) + (4h) =0 


1. €., tales que 
(A + ja + (4 — b=0 
Ahora, a y b son linealmente dependientes y, por tanto, 


existen números « y 6, que no son simultáneamente igua- 
les a cero, tales que 


aq + fb=0 
Supongamos que escogemos A + up =0 
yi=u=8B 
a+ $ a— B 


de modo que A = 


y LEER 


entonces, si A y hp no son simultáneamente iguales a cero, 
hemos demostrado que a + b y a — b son linealmente de- 
pendientes. Ahora bien, sin duda, es así, ya que A = up =0 
implica que « = 8 =0, lo cual sabemos que es falso. ld 


Solución 22.1.4.3 


(i) Supongamos que podemos encontrar números a y f tales 
que 


a(3a) + B(4b) = 0 
esto es, 

3a(a) + 4B(b) = 0 
Ahora bien, a y hb son linealmente independientes, de ma- 
nera que 34 = 48 = 0, lo cual implica que «a = $ = 0. Por 


consiguiente, 3q y 4b son linealmente independientes. 
(ii) Sí. La demostración es semejante a la de la parte (i). L 
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Solución 22.1.4.1 


Solución 22.1.4.2 


Solución 22.1.4.3 


MB 22.1.5 


Adición en RX R (viene de la página 25) 


Supongamos que tenemos dos vectores geométricos a y b corres- Tema principal 


pondientes a los pares (x,, y.) y (xo, Y») respectivamente. e 
Entonces, 


q = Xd + Yaj 


b= xi + Yo j 


Se sigue que 
qa +b= (xd + Yaj) + (ui + yoJ) 
= (Xa + Xo)i + (Ya + Yo), 


según la asociatividad y la conmutatividad de la adición en el 
conjunto de los vectores geométricos. Por consiguiente, la suma 
a +.b corresponde al par (x, + x», Ya + Y») que nos lleva 
a definir la adición inducida* en RX R 
(vo) + (Xh, Y») = (Xi «de Xbs Ya + Y») Definición 


Hemos usado las flechas negras en el siguiente diagrama con- 
mutativo para definir la operación +. 


41)——— ¿9 + $ 
/ E 
(a, Ya), (Xp, Yo) 7 a A + Xb> Ya + Jo) 


Nótese que las dos operaciones definidas por + son diferentes 
ya que están definidas en conjuntos distintos pero, como + 
se ha definido como una operación inducida en R x R, tiene 
las mismas propiedades que tiene + en el conjunto de los vec- 
tores geométricos. En particular, es asociativa y conmutativa. 
Multiplicación por un escalar en R X R 


Supongamos que el vector geométrico a corresponde al par 
(Xa, Ya); entonces, 
a=X d+ Yaj, 
de manera que 
4q = Mxai + Yaj) 
= Ax ai + 4yaj (por la propiedad (xii), página 18) 


Por consiguiente, el vector geométrico 44 corresponde al par 
ordenado (Axa, AYa), que nos lleva a definir la multipli- 
cación por un escalar en Rx R Definición 2 


MXa> Ya) = (AXa» AY) 


* La igualdad de pares ordenados se define, por supuesto, así: 
y)=()y)>ox=x y y=y. 
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Tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 


xd 


Ec de 
A 


0,9) ax, 49) 


Podemos, por supuesto, definir por analogía la sustracción, que 
conservaría todas las propiedades que tiene la sustracción en 
el conjunto de los vectores geométricos. Ya podemos, si quere- 
mos, dejar a un lado el álgebra de los vectores geométricos y 
dedicarnos al álgebra de los pares ordenados numéricos. Pero, 
¿por qué limitarnos a los pares? ¿Por qué no extendernos a las 
ternas o, en general, a las n-uplas? En realidad, no tenemos 
que restringirnos a ninguno de esos conjuntos. ¿Por qué no 
discutir algún sistema abstracto que tenga las propiedades 
esenciales del sistema ya visto? Porque, entonces, todos los re- 
sultados que obtengamos los podremos aplicar a cualquiera de 
esos sistemas. 


Antes de dejar el álgebra de los vectores geométricos y de su- 
mergirnos en el concepto abstracto de un espacio vectorial, 
ojearemos rápidamente dos problemas que surgen de la “mul- 
tiplicación” en el conjunto de los vectores geométricos. 


22.1.6 “Multiplicación” en el conjunto de los 
vectores geométricos 


Vale la pena que lea la Sección 22.1.6 y el apéndice porque ob- 
tendrá seguramente una mayor comprensión de la materia, 
pero si el tiempo lo apremia, vaya directamente a la Sección 22.2. 


Trabajaremos en el espacio tridimensional porque es aquí 
donde estos conceptos serán verdaderamente útiles. 


Al construir un álgebra en el conjunto de los vectores geo- 
métricos hemos evitado el problema de definir una operación 
binaria que pudiera corresponder a la multiplicación de nú- 
meros reales. Es cierto que hemos definido la multiplicación 
por un escalar, pero esta operación no combina dos elementos 
del conjunto de los vectores geométricos sino, sencillamente, 
un vector geométrico con un escalar. 


Hay varias operaciones diferentes que podríamos definir y 
que tienen algunas características comunes con la multiplica- 
ción de los números reales. Los criterios que determinen la es- 
cogencia particular de una de esas operaciones pueden variar, 
pero un criterio de peso debe ser la utilidad que tenga esa 
operación en la matemática misma o en la aplicación de la ma- 
temática. Escogeremos una operación en particular y demos- 
traremos uno de sus usos más tarde. (Véase el ejercicio 1.) La 
operación escogida es la que llamamos producto interior (que 
algunas veces se conoce por producto punto o, también, pro- 
ducto escalar). 
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22.1,6 


Discusión 
e 


MB 22.1.6 


El producto interior 


Supongamos que tenemos dos vectores geométricos a y b que Tema principal 
forman un ángulo 0 entre ellos (es decir, 9 es el ángulo for- * os * 
mado por dos flechas cualesquiera d y b, donde a € any ¿DE bh). 


b 


Nótese que el ángulo 0 es el que está determinado por las 
puntas de las flechas, no como el que se muestra en el diagrama 
siguiente. También podemos tomar 9 de manera que 0 <09< r. 


El producto interior de a y h denotado por 4+b se define por Definición 1 


h k * 
b 


4 


cos U 


q:b =la 


B b 
La proyección ná 
de a sobre b 
La longitud AB se llama proyección de a sobre hb y es igual a Definición 2 
¡al cos /- Así, el producto interior de a y b es igual a lb] veces *or 
a proyección de a sobre b, y es también igual a la] veces la pro- 


yección de b sobre a. Nótese que esta operación es una opera- 
ción binaria conmutativa (igual que la multiplicación de 
números reales) pero no es cerrada en el conjunto de los vec- 
tores geométricos porque la combinación de dos vectores geo- 
métricos no es un vector geométrico sino un escalar (un número 
real). Esto significa, entre otras cosas, que no podemos definir 
adecuadamente una operación “inversa”; es decir, que no 
hay posibilidad de encontrar un equivalente de la división. 
Si consideramos lo que significa la división en los números 
reales, veremos que es una operación que “deshace” el trabajo 
de la multiplicación. Así, si tomamos un número real a y lo 
multiplicamos por un número real b (diferente de cero) y, des- 
pués, dividimos el resultado por b, volvemos a obtener a. Ahora 
bien, si tomamos un vector geométrico a y formamos su pro- 
ducto interior con un vector geométrico b, obtenemos a-b 
que es un número real, y el problema de regresar desde este 
número real hasta el vector geométrico a no es análogo al pro- 
blema de la multiplicación /división. 
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Sin embargo, esta operación es muy útil. En particular, debe 
notarse que: 


(i) si 6 es el ángulo formado por dos vectores (diferentes 
de cero) a y b, entonces 


6 a-b 
cosÓ =: 
lal1bl 
(11) (a-b=0)=(a y b son perpendiculares) 


0 
esto es, a-b=0=c0s0 =0 
supuesto que, desde luego, ni q ni b son el vector geo- 
métrico cero; 


(iii) a-a = lal?, puesto que cosO = 1. 


= 


Así, pues, si podemos encontrar un modo conveniente de 
calcular el producto interior (y ciertamente podemos) que no 
requiera la aplicación directa de la definición dada anterior- 
mente, entonces podemos utilizar el producto interior para: 


(i) calcular el ángulo formado por dos vectores; 
(ii) determinar si dos vectores son paralelos o no; 
(iii) calcular la longitud de un vector geométrico. 


¿Qué propiedades de la multiplicación ordinaria de los números 
reales tiene el producto interior? 


De la definición de producto interior se sigue que 


b=b-q, esto es, el producto interior es conmutativo 
lua - 


No se aplica la asociatividad porque el producto interior no es 
cerrado. * 


¿Es el producto interior distributivo sobre la adición de vec- 
tores geométricos? . 


Las leyes distributivas 


Consideremos los tres vectores geométricos arbitrarios (en tres 
dimensiones) a, b y € ilustrados en la figura: 


* No podemos formar (a-b)-c porque (a-b) no es un vector sino un escalar y, 
por consiguiente, no podemos formar su producto interior con c, i.e. (a-b)-< 
carece de significado. 
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Tema principal 


* » 


Podemos observar que 
AE = AB+CD 
S=S3 — > 
de modo que 


(la proyección de (a + b) sobre c) = 
(la proyección de a sobre c) + (la proyección de b so- 
bre c). 


Multiplicando ambos lados de la ecuación por le|, obtenemos 
(a+b)c=a:c+b:<c 


es decir, el producto interior es distributivo a la derecha sobre 
la adición de vectores geométricos*. 


Ejercicio 1 


Utilice el resultado distributivo obtenido y la propiedad con- 
mutativa del producto interior para demostrar que 


c:(a+b)=c:a+c:b 


esto es, el producto interior es distributivo a la izquierda 


sobre +. E 


El resultado del ejercicio 1 demuestra que el producto interior 
es distributivo sobre la adición de vectores geométricos. 


Ya hemos visto que el producto interior tiene algunas propie- 
dades comunes con la multiplicación ordinaria pero hay im- 
portantes diferencias, principalmente porque el producto in- 
terior no es cerrado. Aunque hemos utilizado un punto para 
denotar el producto interior y, con frecuencia, usamos también 
un punto para denotar la multiplicación de números reales, 
debemos tener cuidado para no sacar conclusiones erróneas. 
Por ejemplo, la proposición 


(a-b =0) => (a = 0) V (b =0) 
es FALSA porque es posible que a:b=0 aun cuando ni a ni b 


sean 0, sino que q sea perpendicular a b. Así mismo, la propo- 
sición 


(a-b=a-c)=>(b=<) 


es también FALSA porque 

lallelcos 6, = lallelcos 0, 
donde 0,, 0, son los ángulos formados por los vectores a 
y b,a y c respectivamente, no implica que b=c. 


El producto interior es sumamente fácil de trabajar porque los 
vectores geométricos toman una forma muy sencilla cuando se 
expresan en términos de la base (ij, k) formada por los vectores 


*La discusión de las leyes distributivas no constituye una prueba de su va- 
lidez, y el diagrama ilustra un caso particularmente sencillo. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Tema principal 
k $ 


Discusión 
* * 


Tema principal 
* $ 


(continúa en la página 32) 


MB 22.1.6 


Solución 1 Solución 1 


Tenemos que 


c:(a+b)=(a+b):c (+. es conmutativo) 
. =4a:c+b-c (+ es distributivo a la derecha sobre +) 
=C(-4+C:b (+. es conmutativo) 


(viene de la página 31) 


geométricos de longitud unitaria que tienen las mismas direc- 
ciones y sentidos que los ejes cartesianos x, y y 2. 


Tenemos que 
lil = 131 = |k| =1; 
el ángulo formado por cualquier vector base consigo 
mismo es cero; 
el ángulo formado por dos vectores bases cualesquiera 
T 
es =. 
2 
De la definición de producto interior tenemos que 
ivi=l y iv¡=j:i=0 
¡k=k:¡=0 e 
1 ki=ík=0 


5 


pe 
Po. 
Il 


Supongamos ahora que 


y que 
b= xo + yoj + 2k 


Utilizando los resultados obtenidos anteriormente respecto a 
los productos interiores relacionados con i,¡ y k, y la ley dis- 
tributiva, obtenemos 


Qui + Yaj + Zak)" (Qi + Yoj + 20k) 


= XX; a Yayo st ZaZb 
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con lo cual llegamos a la fórmula: 


ab =xX.X» + YY» + 242». .. . 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
Encontrar el ángulo formado por a yb si 

a=i+2j- 3k 
y b =2i—5j+k. 

Sabemos que, si 0 es el ángulo formado por a y b, entonces 
a-b 
0050 = ae 


Ahora, 
ab=1x2+2x(-5)+(-3)x 1=-11 

y sabemos que 4-a = lal?, de modo que 

lal? = 1? + 2? + (-3)? = 14 

lb]? = 2? + (-5)? + 1? = 30 


De donde, 
—11 
cos Y = == 
y 14,/30 
Puesto que cosg es negativo, 5 < 6 < r, y, de hecho, 0 vale 
aproximadamente 132”. El 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Encontrar el ángulo formado por la diagonal del cubo y una de 
las aristas. 


Escogemos los vectores unitarios i,jk en la misma dirección 
y sentido que las aristas del cubo; entonces, el vector geo- 
métrico a=i+j+k tiene la misma dirección y sentido de 
la diagonal del cubo, y 


a-i= lajcos 0 

donde ( es el ángulo agudo que queremos determinar. 
a i=+j+k:i=1 

y, además, 
lal?=2-q=3 


de manera que V3cos9 = 1, esto es, cosf = , O sea 


que 0 vale aproximadamente 55”. a 


22.2 ESPACIOS VECTORIALES 
22.2.1 Algebra de las listas 


Hemos visto en varias ocasiones en las secciones anteriores 
que, si tenemos un sistema de coordenadas, entonces existe 
una correspondencia biunívoca entre los vectores geométricos 
de dos (o tres) dimensiones y los pares (o ternas) ordenados de 
números. 


Ya hemos desarrollado algunos modos de combinar los vectores 
geométricos; esto es, desarrollamos un álgebra de los vectores 
geométricos y demostramos que existe un álgebra correspon- 
diente en los pares y en las ternas ordenados. Por ejemplo, 
como correspondiente al resultado 


(ai + a,j + a3k) + (b,i + bj + bak) 
= (a, + b,)i + (a, + b,)¡ + (as + b3)Jk 
tenemos que 
(a, ,a,,43) + (b,,b,,b3) = (a, + b,,42 + b,,a43 + b3) 


Podemos considerar estas ternas como listas ordenadas y €s- 
cribirlas en cualquier forma conveniente; por ejemplo, podemos 
escribir 


a; b, a, +b, 
a + b, = (45) + b, 
a3 b3 a3 + by 


Tales listas “verticales” las usaremos más adelante cuando 
discutamos las matrices. 


Del mismo modo, la multiplicación de un vector geométrico 
por un escalar corresponde a 


a, /a, 
4| az | =| 4a, 
a3 2a3 


Hasta este momento estas listas no son sino un modo de espe- 
cificar vectores geométricos pero, ¿son solamente otra forma 
de notación o nos sugieren algo nuevo? Olvidemos, por un mo- 
mento, los orígenes de estas listas. Las ecuaciones (1) y (2) 
definen modos de trabajar con listas de números. No hay nin- 
guna razón para que solamente tengamos dos o tres elementos 
en la lista. Las ecuaciones (1) y (2) se pueden extender a listas 
que contengan más de tres elementos; por ejemplo, podemos 
escribir 


a; b, a; ar Di 
a) b, a, + b, 
a3 + b, = a3 Sa b, 
4, ba An + b,, 
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Discusión 
* $ 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


y 
a; la, 
a) a, 
A 43 = /ay 
A, AA, 


Ahora bien, todo esto es más bien fútil si solamente encontra- 
mos una interpretación física o matemática de las listas, cuando 
éstas contienen no más de tres elementos. Sin embargo, pode- 
mos utilizar estas listas para describir situaciones distintas 
de las del álgebra de los vectores geométricos y podemos inter- 
pretar resultados y conceptos en una situación (por ejemplo, 
bases e independencia lineal) para producir resultados y con- 
ceptos en otra. Esto es, podemos establecer morfismos de una 
estructura en otra y podemos llegar a discutir la estructura 
abstracta que sirve de modelo a todas las situaciones. ¿Qué 
más podemos representar por medio de listas? 


Ejemplo 1 Funciones polinómicas 


Consideremos el conjunto de todas las funciones polinómicas 
de la forma 


pix— ax d+ bx+cox+d  (xeR) 


donde a, b, c y d son números reales. 


Podemos representar p por medio de los cuatro coeficientes 
a, b, c y d, que se pueden disponer en una lista: 


a 
b 
Cc 


d 


La adición de dos de esas funciones polinómicas corresponde 
a la adición de las dos listas correspondientes. Así, si 


Py xx + dx + c1x + d, (x€R) 
a , 

px ax? + bot caxo +d,  (xeR) 
entonces 


Pi + P» Corresponde a la lista 


a; 4, 41 +0, 
b, b, b; ED 
+ = 


d, d) d, + d) 
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Ejemplo 1 


y la función Ap corresponde a la lista 


a ha 

b Ab 
A = 

E Ac 

d Ad 


(Recuerde que a, b, c y d pueden ser números reales cualesquiera 
y, por tanto, una función tal como f:x——>0x* + 0x* + x +1 
está incluida en el conjunto de esas funciones). Considerando 
polinomios de más alto grado podemos obtener ejemplos de 
listas que tienen más de cuatro elementos. n 


Ejemplo 2 Sucesiones finitas 


Consideremos el conjunto de todas las sucesiones finitas de 
números reales de, digamos, n términos. 


Los métodos para sumar sucesiones finitas y para multiplicarlas 
por un número, (véase la Unidad 7, Sucesiones y límites 1), se 
pueden llevar a una correspondencia con nuestra álgebra de 
listas si escribimos de nuevo la sucesión 


u;,,U43,Uz,***, Un 


en la forma 


Un |] 


Ejemplo 3 Listas de compras 


Las listas de compras ordinarias se pueden combinar por medio 
de estas operaciones algebraicas. Por ejemplo, supongamos que 
una familia pide diariamente a su almacenista cierto número 
de litros de leche, y cierto número de libras de pan, café y 
queso, en ese orden. Entonces, si la lista 


3 
1 
2 
0 


representa una orden de 3 litros de leche, 1 libra de pan, 2 libras 
de café y ninguna libra de queso, tenemos que los suministros de 
una semana se pueden sumar de una manera semejante a ésta: 


2 1 1 1 1 2 1 9 
2 2 2 2 2 2 2 14 
- - - + + - = 
1 0 0 0 j 0 1 3 
1 0 1 1 0 0 1 4 
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Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Esto nos dice que, durante esa semana, la familia pidió 9 litros 
de leche, 14 libras de pan, 3 libras de café y 4 libras de queso. 
Por supuesto, si la orden ha sido la misma todos los días, se 
puede agiliz=wr el cálculo. Por ejemplo, podría ser 


21 = /14 
1 7 
2 
0=1 0 
0 0 
En este caso, podemos ver que las cuatro listas siguientes, 

1Y /01 /01 /O 
0110] 0 
0/HoJ[1Jjo 
0/ 10/10/ 11 


que representan cada uno de los productos básicos que com- 
ponen una orden, se pueden utilizar como “ladrillos básicos de 
construcción” para especificar cualquier orden. Esto está de 
acuerdo con nuestra idea de lo que es una base del conjunto 
de los vectores geométricos. E 


Ejemplo 4 Solución de ecuaciones diferenciales 


En la Unidad 12, Sección 12.2.3, introdujimos el operador 
derivación 


DI—f 


cuyo dominio es el conjunto de todas las funciones reales. Con 
frecuencia escribimos D?f = f”, y, del mismo modo, para 
derivadas superiores. Con esta notación podemos discutir ope- 
radores más complicados, tales como 


D?- 3D+2 
que está definido por 
(D? — 3D + 2): f" - 3 + Y 


Con frecuencia, en la matemática aplicada tenemos que enfren- 
tarnos al problema de encontrar una función que está aplicada 
a una función dada, digamos g, mediante uno de tales opera- 
dores. En otras palabras, ¿qué función (o funciones) f verifica 
la ecuación 


(D? — 3D + 2)f = g? 
En términos de valores de imágenes, pedimos que 


D?f(x) — 3Df(x) + 2(x) = g(x) 


Las ecuaciones de este tipo se llaman ecuaciones diferenciales. 
Supongamos, por ejemplo, que g es la función cero; esto es, 


e ——>0 (xeR) 
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Ejemplo 4 


MB 22.2.1 
entonces 
Exe" (xeR) 


es una función que satisface esta ecuación. 


Sabemos que 
fio)=e y f0)=e 
de modo que 
(D? — 3D + 2)f(x) = e* — 3e* + 2e* =0 


Otra función que satisface la ecuación es f.:x——=e” (x E R). 


Más adelante, en este curso, veremos que cualquier solución de 
esta ecuación diferencial es de la forma 


af, + Bf, 


donde a y 8 son números reales, y f, y f, son las funciones 
dadas anteriormente. Si tomamos f, y f,2 como soluciones 
básicas, entonces cualquier solución de la forma af, + Bf» 


% A : s 
se puede representar por la lista | Las soluciones particulares 


0 


respectivamente 
1 


1 
f. y f, se pueden representar por y 
0 
e a ; Su 
y, en general, la lista representa la función 
Bb 


xH—aer + fer  (xeR) 


Puede verificar que las listas 


AA 
Ab 


también representan soluciones de la ecuación. | 


Ejemplo 5 Cuadrados mágicos y 
Ejemplo 5 


Disposiciones de números tales como 
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donde las filas, las columnas y las diagonales tienen como suma 
É un mismo número, se llaman cuadrados mágicos 3 X 3 (léase 
E “3 por 3”). Si denotamos los siguientes cuadrados mágicos 


a 1 A y 


por M,, M, y M, respectivamente, entonces podemos re- 
presentar cualquier cuadrado mágico de números reales en 
términos de M,, M, y M;. Por ejemplo, 


21 21 


qe 


corresponde a 7M, — 2M,+ ¿M5 (donde, por ejemplo, 7M, 
ES representa el cuadrado 


y, así, sucesivamente. La “adición” de cuadrados se efectúa 
fácilmente: para ello, se suman los elementos que se encuentran 


39 


en casillas correspondientes. Por ejemplo, M,+ M, corres- 
ponde al cuadrado 


y, así, sucesivamente. Observe que el resultado de combinar 
cuadrados mediante cualquiera de esos dos procedimientos 
corresponde a una disposición de números que, a su vez, es un 
cuadrado mágico. 


Quizá este ejemplo se parezca a un acto de un prestidigitador 
que saca un conejo de un sombrero: ¿por qué hemos escogido 
esos tres cuadrados como bloques básicos de la construcción? 
¿por qué tres? ¿por qué no dos o cuatro? Sucede que el conjunto 
de los cuadrados mágicos 3X3 forma lo que llamamos un 
espacio vectorial de tres dimensiones y esta es la razón por la 
cual necesitamos tres elementos (del mismo modo que necesi- 
tamos tres vectores bases para los vectores geométricos en tres 
dimensiones). Ahora bien, no merece la pena seguir discutien- 
do este sistema particular; es mucho más fácil apreciar todos 
estos ejemplos cuando hayamos estudiado el sistema abstracto. 


Ejemplo 6 Polinomios de interpolación 
Las funciones * 
fix—ih?3ix  (xeR) 
fixi-x+1  (xeR) 
fix—h?+3x  (xeR) 


tienen una propiedad interesante. Si tabulamos las imágenes 
en —1,0 y 1, obtenemos la siguiente tabla: 


Podemos utilizar estas tres funciones para escribir, sin nece- 
sidad de efectuar ninguna clase de operación, una fórmula de 
la función cuadrática que tiene unos valores dados en —1l, 
O y 1. Por ejemplo, la función cuadrática f que toma los valores 
2,3y6en —1,0 y 1 respectivamente, está dada por 


Lx —— Y, (x) + IL) + (lx) (xER) 
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Ejemplo 6 


esto es, 
fox? +2x +3 (xeR) 


Podemos usar la idea de este ejemplo para deducir rápidamente 
la regla de Simpson (véase la Unidad 9, Cálculo integral I, 
Sección 9.4.2). Supongamos que una curva pasa por los tres 
puntos (—1, g-,), (0, 0), (1, £,). Entonces, sabemos por 
este ejemplo que, si aproximamos esta curva por medio de una 
parábola que pasa por los tres puntos dados, entonces esa pará- 
bola es la gráfica de la función 


a A) 
esto es, 

8: > 8-1(3x? — 3%) + gol—x? + 1) + gr(3x? + 4x) 
es decir, 


gx > Xx (381 — Eo + 381) + x(38, — 38-1) + 80 


aproximación por 
o parábola 


A A A A A 


El área limitada por la parábola, el eje x y las rectas x = —1 y 
e=l es 


[.: 


ll 


dl 1 1 
GB: — 80 + 381) 


x* 1 
+ 708, — 38-1) + tox| 


ce 


HE-1 + 480 + 81) 


que es la regla de Simpson con subintervalos de una unidad 
de longitud. (Intente, por su cuenta, hacer la pequeña modifi- 
cación que requiere esta parte del trabajo para obtener la 
forma más general de la regla de Simpson, donde la longitud de 
los subintervalos es h.) p] 


En este curso encontraremos muchos más ejemplos de “listas”, 
y si avanza en sus estudios matemáticos encontrará que esta 
“álgebra de listas” es mucho más importante que lo que puede 
parecer en este momento. 
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Discusión 
> Y 


Cuando aparece una idea unificadora, conviene despojarla de 
todos sus accesorios y tratar de expresar la esencia real de la 
idea. Ahora, pues, extraeremos las propiedades esenciales de 
lo que hemos discutido. 


22.2.2 Espacios vectoriales 


Ahora generalizaremos la discusión, consideraremos un con- 
junto arbitrario de elementos y construiremos una estructura 
matemática muy general que llamaremos espacio vectorial. 


Una característica común a los vectores geométricos y a todos 
los ejemplos discutidos en la última sección es que, en cada 
caso, contábamos con un conjunto en el cual podíamos definir 
la adición y la multiplicación por un escalar. 


Tomaremos como modelo la estructura que hemos desarrollado 
en el conjunto de los vectores geométricos y consideraremos un 
conjunto arbitrario en el cual se definen unas operaciones ar- 
bitrarias, llamadas adición y multiplicación por un escalar. Si 
la estructura verifica los axiomas que daremos a continuación, 
la llamaremos espacio vectorial, y a sus elementos, vectores. 


El conjunto de los vectores geométricos es un ejemplo particular 
de espacio vectorial y es el origen de la rama de la geometría 
que motivó el uso de la palabra espacio. 


Uno de los propósitos de hablar de estructuras, como la de los 
espacios vectoriales, de una manera abstracta es que esperamos 
poder representar diferentes estructuras bajo los mismos tér- 
minos. Así, cuando nos referimos a un vector de un espacio 
vectorial, puede ser un vector geométrico o una solución de una 
ecuación diferencial o un cuadrado mágico o una orden a un 
almacenista u otras muchas cosas. Si queremos demostrar teore- 
mas que, de una vez, abarquen todas esas situaciones, tendre- 
mos que demostrarlos en relación con los espacios vectoriales 
en general. Para ello, necesitaremos una notación que no su- 
giera ningún ejemplo en particular pero que tampoco esté com- 
pletamente desligada de nuestro ejemplo principal que, en 
nuestro caso, es el conjunto de los vectores geométricos. Por 
consiguiente, para representar un vector usaremos una letra 
minúscula subrayada, tal como a. 


Si v,v,,v,,03 son elementos cualesquiera de un conjunto V, y 
si «, 8 son números reales cualesquiera, entonces pediremos 
que las operaciones de adición de elementos de V y multiplica- 
ción de elementos de V por un escalar posean las propiedades 
siguientes: 


Axiomas de un espacio vectorial 


1 v,+vu, es un elemento único de V 

(V es cerrado respecto a la adición) 
2 0, +(0, + 03) = (0, + 02) + Ds 

(la adición es asociativa) 
IAE E 

(la adición es conmutativa) 
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22.2.2 


Tema principal 
* hh $ 


Definición 1 
E 


Notación 1 
* Rh * 


Axiomas 
de un espacio 
vectorial 
h Rh * 


4 Existe en V un elemento, que llamaremos Vo, tal que 


¿A 
5 av es un elemento de V 
A a 
7 (0, + 03) = (av,) + (a0,) 
8 (a+ P)v = av + fu 
9 (aB)v = a(fu) 
10 lxv=v 


Estos diez axiomas son los axiomas de un espacio vectorial. 
Hay dos puntos importantes en esto. Estrictamente hablando, 
deberíamos llamar a V un espacio vectorial sobre los números 
reales o un espacio vectorial real porque, en realidad, existen 
espacios vectoriales donde los escalares no son los números 
reales; sin embargo, nosotros no discutiremos sino espacios 
vectoriales reales. Segundo, hemos tomado implícitamente todas 
las propiedades de los números reales* que deberían haberse 
enumerado también junto con los demás axiomas. Cualquier 
otro conjunto que tenga esas propiedades puede tomarse como 
conjunto de escalares, en vez de conjunto de números reales, pa- 
ra producir un espacio vectorial diferente. 


Por consiguiente, los axiomas de un espacio vectorial constan 
de tres conjuntos de axiomas: 


(i) los que se aplican al conjunto de los vectores únicamente 
(los enumerados 1 a 4); 

(11) los que se aplican al conjunto de los escalares únicamente 
(no los establecimos en esta discusión; son los que corres- 
ponden a lo que en matemática llamamos un cuerpo); 

(111) los que describen la relación entre el conjunto de los es- 
calares (cuerpo) y el conjunto de los vectores 
(los enumerados 5 a 10). 


Definimos la operación de sustracción de vectores por 
0, — 07 =0, + (—1)o, 


Del axioma 6 se sigue que v, — 1, =0p. 


El elemento cero 


Un elemento v, de un espacio vectorial que verifique el axio- 
ma 4 se llama elemento cero. De los axiomas se sigue que en 
todo espacio vectorial V existe un elemento cero y solamente 
uno. En efecto, supongamos que hay dos vectores, uv, y Vo» 
que satisfacen el axioma 4. Esto es, 


2 +. = 


le 


v+DO 


Il 
le 


* Véanse las propiedades enumeradas en la Sección 6.1.1 de la Unidad 6, 
Desigualdades. 
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donde, en cada ecuación, v es un elemento cualquiera de V. 
Hagamos v= vw, en la primera ecuación y v= vy en la segunda 
ecuación. Obtenemos 

Vo + Vo = Do 

Do + Vo = Do 
Por el axioma 3, 

Vo + Vo = Vo + Do 


es decir, 
Lo; = Lo 


de manera que el elemento cero es único. 


Como el elemento cero de un espacio vectorial se comporta 
exactamente igual que el vector geométrico cero, llamaremos 
a este elemento vector cero y lo denotaremos por U del mismo 
modo que usamos Q para el vector geométrico cero. (Recuerde 
que, en términos de listas, O es la lista cuyos elementos son 
todos iguales a cero.) 


De los axiomas se pueden deducir otras propiedades de 0. Por 
ejemplo, tomando v, = 0 en el axioma 7, obtenemos 


av, + 0) = (av,) + (%0) 
Por el axioma 4, 
40, =a0, +00 


Ahora sumamos (—1)av, a ambos miembros y utilizamos los 
axiomas 2 y 3 para obtener 


av, + (—1)av, = (av, + (— 1)av,) + 0 
Por el axioma 6 tenemos que 
0=0+00 
Utilizando los axiomas 3 y 4, e intercambiando los miembros 
de la igualdad, tenemos que 
a0=0 
donde « es Gnalguior número real. 


Ejercicio 1 

(i) ¿Cuáles de los ejemplos de la Sección 22.2.1 describen 
espacios vectoriales? 

(ii) El conjunto de todas las funciones polinómicas de grado 
n dotado de las operaciones de adición de funciones y 
de multiplicación de una función por un número real no 
es un espacio vectorial. ¿Por qué no? Sugiera una modifi- 
cación conveniente de modo que resulte un espacio vec- 
torial. 


(SUGERENCIA: Una función polinómica (real) de grado n es 
una función de la forma 
xP HQ ¡7 + ¿+ 01x +4 (xeR) 


en la cual los a, son números reales (i = 1,2, ...,n) ya, 4 0.) 


mn 
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Notación 2 
k $ * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
En cada uno de los casos siguientes determine si el conjunto 
dado de listas forma un espacio vectorial respecto a las Opera- 
ciones de adición de listas y de multiplicación de una lista 
por un escalar. Justifique cada respuesta. 
Xy 
(1) El conjunto de todas las listas |x,|, donde Ci MN 


£ X3 
son números reales. 


Xj 


(11) El conjunto de todas las listas ) donde x,, x, son 


X2 
números reales y x, + x,=0. 


he ; , Xx 
(111) El conjunto de todas las listas , donde x, y x, son 
X2 


números reales y x,< x,. 
Xy 


(iv) El conjunto de todas las listas | x,|, donde o Y 
X3 
son números reales tales que la función 


fiu— xi? + at + x3 (tE R) 


satisface la condición f(k) = 0, donde k es un número 
real fijo. El 


Ejercicio 3 


Si V es un espacio vectorial cuyo vector cero es 0, demostrar 


que |0| es también un espacio vectorial. ES 


¿Qué sigue ahora ? 


En el caso de los vectores geométricos introdujimos la idea de 
base. El desarrollo de esta idea depende de los conceptos de 
combinación lineal de vectores y de dependencia lineal. Po- 
demos extender estas ideas al concepto más general de espacio 
vectorial. 


También nos referimos a estas ideas en nuestros ejemplos de 
la Sección 22.2.1. En el ejemplo de la ecuación diferencial vimos 
que toda solución de 


DH(x) — 3Df(x) + 2f(x) = 0 


se puede representar en términos de dos soluciones básicas, 
por ejemplo 


MA Ae (xeR) 


e IN IT 


En los ejemplos de los cuadrados mágicos, todo cuadrado má- 
gico 3 por 3 se puede representar en términos de los tres cua- 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(4 minutos) 


(continúa en la página 47) 


Solución 1 


(i) Excepto el ejemplo 3, todos los demás ejemplos describen 


(11) 


espacios vectoriales. En el ejemplo 3, (el del pedido al al- 
macenista), no hay una interpretación razonable para una 
l 


0 
expresión tal como 0,07 ob de modo que el quinto axioma 


0 


no se verifica para todo real a. 
(El ejemplo 1 se analiza por deducción más adelante.) 


El problema aparece cuando sumamos, por ejemplo, la 
función polinómica x=—>—x"” con la función poli- 
nómica x——>x” + x”-!, Ambas son de grado n, pero 
su suma, x=——=>x"”-!, es de grado n — 1, de modo que 
+ no es cerrada, es decir, se viola el axioma 1. Una sen- 
cilla modificación consiste en considerar el conjunto de 
todas las funciones polinómicas de grado menor que 0 
igual a n. Con las operaciones sugeridas, este conjunto 
es un espacio vectorial. A 


Solución 2 


(1) 


(11) 


(111) 


(1v) 


No. Por ejemplo, la multiplicación por un escalar negati- 
vo nos saca del conjunto, es decir, se viola el axioma 5. 


Sí. Se verifican todos los axiomas. (De hecho, todos los 
puntos correspondientes a los vectores están sobre la 
recta definida por la ecuación y + x = 0.) 


No. Por ejemplo, si x, < x2 y a < 0, entonces «x, > 


; X1 ; 
Axa, 1:8. a no pertenece. al conjunto dado; por 
X2 


tanto, se viola el axioma 5. 
Sí. Se verifican todos los axiomas de los espacios vec- 


toriales. (La gráfica de cada una de las funciones pasa 
por el punto fijo (%, 0).) A 


Solución 3 


Comprobemos que se verifican todos los axiomas de un espa- 

cio vectorial. 

1 0+0=0, puesto que 0 es el elemento cero de V, de modo que 
10 | es cerrado respecto a la adición. 

4 0€(0) 

5 0«0=0€(0) (demostrado en el texto). 


Los otros axiomas se verifican automáticamente puesto que se 
verifican en todos los elementos de V, y 0 € V. 


Por tanto, 0 | es un espacio vectorial (real). 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 
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drados básicos; por ejemplo, (viene de la página 45) 


Estos ejemplos originan un buen número de preguntas. ¿Cómo 
podemos escoger los elementos para que constituyan una base? 
¿Cuántos elementos necesitamos? Si podemos resolver el pro- 
blema del número de elementos que necesitamos, ¿podremos, 
después, escoger al azar ese número de elementos? ¿Hay algún 
modo de comprobar si un conjunto, arbitrariamente escogido, 
de elementos, en el número que sea necesario, sirve de base? 


Antes de extender nuestra idea de base a un espacio vectorial 
abstracto, definiremos, para esta discusión, la dependencia 
lineal y la independencia lineal. 


Dependencia e independencia lineales 


Las siguientes definiciones generalizan la noción de depen- 
dencia lineal que introdujimos en los vectores geométricos. 


Si 1,,82,U3,...,12, Son vectores de un espacio vectorial cual- 
quiera, entonces una expresión de la forma 


a0] + 281) + AU +. + Anln 


donde cada « representa un número real, es una combinación Definición 2 
lineal de vectores. ea 
Se dice que un conjunto de vectores (Viola, <B> es lineal- Definición 3 
mente dependiente si y solamente si existen números reales di 


%], Az, ---, %,, que no son todos simultáneamente iguales a 
cero, tales que 


410, + 0207 + AL ++ +00, =0 


Si un conjunto de vectores no es linealmente dependiente, es, 
entonces, linealmente independiente. Más positiva parece ser 
la definición siguiente. 


Un conjunto de vectores (p,,v,,U3,...,U,) es linealmente inde- Definición 4 
pendiente si y solamente si *.on o. 


010, + 0207 + %aD3 + +++ 0%/0,=0 

> =4%=4 =-»*-*=0q, =0, 
Recuerde que usamos los términos dependiente e independiente 
de esta manera porque podemos expresar algunos de los ele- 
mentos de un conjunto linealmente dependientes en términos 


de los otros. Por ejemplo, si «, no es cero, podemos usar los 
axiomas de un espacio vectorial para escribir 


AU] Se 282 + 0303 Eo 0D =50 
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en la forma 
0,0, = (—0%,)0, + (—03)03 + > + (—0p)0, 
y, después, dividir por «, para obtener 


—0 —0 —q 
eb E des» de z 
A %1 % 


0 = .. 
esto es, v, depende de los otros vectores. En general, si un 
conjunto de vectores es linealmente dependiente, algunos de 
los vectores del conjunto (no necesariamente cada vector, 
porque algún « puede ser cero) se pueden expresar en términos 
de los otros. En otras palabras, algún o algunos de los elementos 
del conjunto son redundantes. 


Ejercicio 4 

En cada parte se da un conjunto de vectores. Determine en 
cada caso si el conjunto dado es linealmente independiente o 
no. En los casos en los cuales el conjunto es linealmente depen- 
diente, exprese uno de los vectores como una combinación 
lineal de los otros. 


(1) l 0 1 


11], Ll, 0 
0 0 0 
con las operaciones usuales de la adición y de la multipli- 
0 
cación por un escalar. En este caso el vector cero es| 0]. 
.. a . 0 
(11) Las funciones 
FRY (xeR) 
go — x? (x € R) 


_con las operaciones de la adición de funciones y de la 
multiplicación de una función por un número real. En este 
caso el vector cero es 


DR E=>:0 (xeR) 


(111) 2 0 0 
01, 3.1, 0 
0 0 5 

con las operaciones usuales en las “listas”. n 


Ejercicio 5 


Si el conjunto de vectores 1,,U,,U3,...,0, €s linealmente inde- 
pendiente, demostrar que, si 


0,0, + 020) + 0303 + 000 + A = BrL, + Bala +00: + Ban 
entonces 


a, =B,, da, =Bz,...,%. = Ba 
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Ejercicio 4 
(4 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Observe que este resultado implica que un vector v no se puede 
expresar de dos maneras diferentes como combinación lineal 
de un mismo conjunto de vectores linealmente independiente. 


Ejercicio 6 


Si (v,,02,...,19,) es un conjunto de vectores linealmente inde- 
pendiente, demostrar que cualquier subconjunto de este con- 
junto es linealmente independiente. ] 


Ejercicio 7 


Si (2,,22,...,1,) es un subconjunto linealmente dependiente de 


un espacio vectorial V, demostrar que (Di. Das. ++ la, W) tam- 
bién es linealmente dependiente, donde w es cualquier ele- 
mento de V. |] 


22.2.3 Bases y dimensión de un espacio 
vectorial 


En la Sección 22.1.4 vimos que es posible escoger dos vectores 
geométricos en un plano y, después, especificar todos los vec- 
tores geométricos del plano como una combinación lineal de 
esos dos. Del mismo modo, en tres dimensiones necesitamos 
escoger tres vectores geométricos. Esos conjuntos los llamamos 
bases. Ahora extenderemos la misma idea a un espacio vectorial. 


Se dice que el conjunto de vectores (01,UL3,..., Un) genera el 
espacio vectorial V si, para cada elemento w de V, podemos 
encontrar unos escalares a,,%,...,Qm, tales que 


w= ayb; + 283 + 3803 e ae + OmUm 
Si el conjunto de vectores (v,,v,,...,v,; es linealmente inde- 
pendiente y genera el espacio vectorial V, decimos entonces 


que forma una base de V, y a los vectores L,,D,,...,0, los llama- 
mos vectores base, 


Esencialmente, una base contiene el mínimo número de ele- 
mentos que se requieren para generar el espacio. En el ejercicio 
22.2.2.5 vimos que todo vector se puede expresar de una manera 
única como una combinación lineal de los elementos de una 
base. 


Por ejemplo, el conjunto (i,j,k) genera el espacio vectorial geo- 
métrico tridimensional porque cada vector geométrico r se 
puede expresar en la forma 


L=Xi + yj+2k 
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Ejercicio 6 
(5 minutos) 


Ejercicio 7 
(5 minutos) 


22.2.3 


Tema principal 


* kk * 


Definición 1 
h * * 


Definición 2 
* * * 


(continúa en la página 51) 


Solución 22.2.2.4 


(i) El conjunto de las ternas es linealmente dependiente; 
por ejemplo, 


1 1 0 
0O|=|-1|+]|1 
0 10) 0 


(ii) El conjunto de las funciones es linealmente indepen- 
diente porque af + Bg = 0 implica que ax + Bx? =0 
para todos los valores de x, y esto es posible solamente 


sa =8=0, 
(111) El o de las ternas es linealmente independiente. 
2 0 0 0 
a|0|+a,13|+x%)|0|=/0 
0 10 5 0 
20, 0 
> 3a,| =|0 
Sa, 0 
=>, == 0% =0 A 


Solución 22.2.2.5 


Usando los axiomas de los espacios vectoriales podemos de- 
mostrar que la ecuación dada es equivalente a 


(a, — By), + (2), — Bajo, + +++ + (9, — Br)en =0 


Puesto que el conjunto de vectores (1,,U,,-...Unj es linealmente 
independiente, los coeficientes de los vectores de la ecuación 
anterior son todos iguales a cero, de manera que 


a = Bf =9)-—P,="""=09,—fB, =0 
lo cual demuestra el resultado pedido. E 


Solución 22.2.2.6 


Supongamos, contra lo que queremos demostrar, que el sub- 


conjunto (p,,1z,...,U) es linealmente dependiente; entonces, 
existen números «a;, %,, ..., %z (no todos iguales a cero) 
tales que 


0, + 207 + *** + 00% = 0. 


Por consiguiente, 


0/0, + 0207 + "> + 00% + 00,4 1 +: +09, =0 


Ahora bien, no todos los «,, ..., a, son iguales a cero y, por 
consiguiente, el conjunto de vectores (v,,Uz,...,Unj es lineal- 
mente dependiente, lo cual es una contradicción. A 


Solución 22.2.2.7 


Si [v,,0,,...,1,) es linealmente dependiente, entonces existen 
números 4,, %,, ..., %,, no todos iguales a cero, tales que 


O 0y =F 0207 + -==* + Ob, =0 
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Solución 22.2.2.4 


Solución 22.2.2.5 


Solución 22.2.2.6 


Solución 22.2.2.7 
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De donde, 
SN + 020) a + 0D, + 0w=0 


No todos los coeficientes de esta última ecuación son iguales 
a cero y, por tanto, hemos demostrado el resultado pedido. MW 


(viene de la página 49) 


Aquí, .i, j y k hacen las veces de v,, Vz Y Uz, y sabemos que es 
posible encontrar los valores apropiados de x, y y z que hacen 
las veces de «a,, 4, y %z. Cualquier conjunto de vectores 
geométricos que contenga a il, j y k y a otro(s) vector(es) geo- 
métrico(s) también generará el espacio, pero formará una base 
porque tal conjunto es linealmente dependiente (el (los) otro(s) 
vector(es) geométrico(s) sería(n) redundante(s)). 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
1 li /01 (3 minutos) 
Demostrar que el conjunto 3|0]|,[1|,|0 |? es una base del con- 
107 1 1 
junto de todas las ternas de números reales. 15] 
Como consecuencia de este último ejercicio tenemos dos bases Tema principal 
1 0 0 *h £* * 
distintas del mismo espacio vectorial, a saber 3|0|,|1| |0]|» y 
01,11], 10)», y, en este caso, ambas bases constan de tres 


0/ 341 3 , 
vectores. De hecho, aunque no lo probaremos aquí, siempre su- 
cede así: dados dos conjuntos cualesquiera de vectores base 
del mismo espacio vectorial, siempre hay el mismo número 
de vectores en ambas bases. Esto nos permite formular la si- 
guiente definición. 


Si (t,,0,,...,0,, es una base del espacio vectorial V, entonces Definición 3 
decimos que el espacio vectorial es de dimensión n. *or * 


Si es imposible encontrar un número finito de elementos de 
un espacio vectorial V que formen una base de V, y si, además, 
Vx (0]|, decimos entonces que V tiene dimensión infinita. 


También es verdadero que cualquier conjunto de n vectores 
linealmente independientes de un espacio vectorial V de di- 
mensión n es una base de V; sin embargo, la demostración de 
este resultado la dejaremos también para un curso más avanzado. 


Si suponemos que se verifican estos resultados, entonces, puesto (continúa en la página 52) 
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Solución 1 


Cualquier terna 


% 1 1 0 
x2| =(x, — xJ10]+ x2] 1] + (x3 — x210 
X3 0 1 1: 
Además, el conjunto de las ternas es linealmente independiente: 
1) 1 0 0 
a 0|+a),)1|+ 030] =|0 
0/ l l 0 
dy + U 10 
> A, = (0 
% + A 10 
== 0 = da ="0 
Se sigue que el conjunto dado de ternas es una base. a 


(viene de la página 51) 

que ¿(o) Al es una base del espacio vectorial de los pares 

ordenados de números reales, tenemos que este espacio vectorial 
py ¡Oy ¡0y 

es de dimensión 2. El conjunto 3|0]|,|1|, [0]? es una base del 
or 0/34 


conjunto de las ternas ordenadas. Por consiguiente, este es- 
pacio vectorial es de dimensión 3. 


Examinemos ahora algunos ejemplos no geométricos. 


Ejemplo 1 


El conjunto de todas las funciones polinómicas cuyo grado 
es 2 0 menor que 2, es decir, de la forma 


fxR—ax+b+c  (xeR) 


donde a, b,c ER, forma un espacio vectorial respecto a las 
operaciones de adición de funciones y de multiplicación de 
una función por un número real. 


Podemos encontrar muchos conjuntos de tres vectores de este 
espacio vectorial que son linealmente independientes. Uno de 
esos conjuntos, que es particularmente sencillo, consiste en 
los vectores 


fi :x——1 (xeR) 
Ja 2 =>x (xER) 
Lu $ (xeR) 


Cualquier otra función cuadrática se puede expresar en térmi- 
nos de estas tres y, por tanto, forman una base del espacio vec- 
torial. La dimensión del espacio es, por consiguiente, 3. La 
función 
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Solución 1 


Ejemplo 1 


far 244 (xeR) 


se puede expresar como una combinación lineal de los ele- 
mentos de la base: 


f=3MA,- Y + Y, 


(Hemos subrayado cada f porque queremos destacar que las 
estamos considerando no sólo como funciones sino como ele- 
mentos de un espacio vectorial.) u 


Ejemplo 2 


En el ejemplo 22.2.1.4 hemos establecido que cualquier solución 
de la ecuación 


DY (x) — 3Df() + 2f(x) = 0 

se puede expresar en términos de las dos soluciones 
Ly A (xER) 
Liar" (ER) 


En otras palabras, estas dos funciones generan el espacio de 
las soluciones. Puesto que las dos soluciones f, y f, son in- 
dependientes, el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción forma un espacio vectorial de dimensión 2. (Si le preocupa 
el que hayamos afirmado que f, y f, son independientes, 
demuéstrelo.) E 


22.3 RESUMEN 


Hemos visto que podemos considerar que el origen del concepto 
de espacio vectorial tiene sus orígenes en la geometría. Usando 
el concepto de vector geométrico podemos construir una es- 
tructura algebraica mediante la introducción de la “adición” 
y de la “multiplicación por un escalar” en el conjunto de todos 
los vectores geométricos de dos (o tres) dimensiones. Vimos 
después que podíamos construir una estructura algebraica muy 
semejante en el conjunto de los pares (o ternas) ordenados de 
números reales. 


Hay muchos sistemas matemáticos diferentes que tienen la 
misma estructura y de ellos escogemos las propiedades impor- 
tantes. Después, estudiamos la estructura abstracta que posee 
estas propiedades. Tal estructura se llama espacio vectorial. 
El concepto de espacio vectorial es de importancia fundamental; 
en realidad es tan importante que construiremos un curso en 
un segundo nivel dedicado a él. Es obvio que, en ese curso, 
nuestro objetivo principal será asentar esta materia sobre fun- 
damentos firmes y verificar las proposiciones que quedaron sin 
demostración en la Sección 22.2 de este texto. 


En la siguiente unidad sobre álgebra lineal discutiremos qué 
sucede cuando los espacios vectoriales se aplican a espacios 
vectoriales. Una de las principales preguntas será: “¿Qué 
efecto tiene el morfismo sobre la dimensión de un espacio 
vectorial?” 
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Ejemplo 2 


22.3 


Resumen 
* * 


22.4 APENDICE 


Aplicaciones de los vectores geométricos 


Esta sección es opcional. Se ha incluido en el texto para dar 
una ojeada a algunas de las muchas aplicaciones de los vectores 
geométricos. 


La matemática aplicada utiliza los vectores geométricos para 
dos fines principalmente. Primero, los utiliza cuando construye 
un modelo matemático de una cantidad física tal como la 
fuerza; segundo, los utiliza como un medio conveniente para 
especificar la posición de un punto en el espacio. 


Construcción de un modelo matemático 


El primer paso de los problemas de la matemática aplicada es, 
generalmente, un problema de simplificación. Reducimos el pro- 
blema a una forma razonable mediante ciertos supuestos y, 
después, construimos un modelo matemático. 


Esto nos regresa al ejemplo que discutimos en la introducción 
(Sección 22.1.0) y que se refería a un avión que volaba con 
viento cruzado. Supongamos que el piloto enfila la proa directa- 
mente hacia el norte y que su indicador de velocidad en el aire 
marca 120 km/h. (Esto significa que, si el aire estuviera abso- 
lutamente en calma, el avión se estaría moviendo directamente 
hacia el norte con una velocidad de 120 km/h respecto a la 
tierra.) Supongamos que del este sopla un viento con una velo- 
cidad constante de 50 km/h. ¿Cuál es la velocidad del avión 
con respecto a la tierra? 


Representemos la velocidad del viento por un vector geométrico 
V; entonces podríamos representar la situación física mediante 
el diagrama siguiente: 


j< 


130 120 


wW 50 


Tenemos el modelo pero, ¿podremos sacar algunas conclusiones? 
Cuando el piloto trata de dirigirse directamente hacia el norte, 
es desviado, de una manera constante, hacia el oeste a razón 
de 50 km/h. La velocidad relativa resultante, respecto a la 
tierra, que puede tener como modelo la suma V + W, que en este 
caso implica que el avión tiene una velocidad de 130 km/h 
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Apéndice 


* 


respecto a la tierra, en la dirección y sentido indicados en el 
diagrama. 


Hay en este ejemplo un punto sumamente importante. Podemos 
tomar vectores geométricos como modelos de las velocidades 
individuales pero, para sacar nuestra conclusión final, necesi- 
tamos suponer que la operación de adición de los vectores geo- 
métricos es el modelo apropiado para las combinaciones físicas 
de las velocidades. 


Situación física 
Velocidad del viento 
Velocidad del avión 
Combinación de las 
velocidades 

Esto, por supuesto, depende de verificaciones experimentales 
o de deducciones válidas sacadas de modelos ya verificados 
previamente. En este caso, el modelo sirve aparentemente y, 


por tanto, las situaciones física y matemática están relacio- 
nadas por un morfismo. 


Modelo matemático 


Fuerzas 


Los vectores geométricos se utilizan frecuentemente como mo- 
delos de fuerzas. (Solamente supondremos que se tiene una 
noción intuitiva del significado de la palabra fuerza.) Imagi- 
némonos, por ejemplo, que dos remolcadores están tirando de 
un barco. 


Podemos simplificar la situación y suponer que el barco es una 
partícula; después, representamos las fuerzas que se ejercen en 
los cabos de remolque por medio de vectores geométricos. ¿Cuál 
es la fuerza resultante? El punto importante es que podemos 
verificar experimentalmente que las fuerzas ejercidas sobre una 
partícula se combinan de la misma manera que se combinan 
los vectores geométricos mediante la adición. En otras palabras, 
los vectores geométricos son una representación adecuada en 
cuanto que su regla de combinación corresponde a la combi- 
nación física de las cantidades que representan. Para encon- 
trar la fuerza resultante, basta sumar los vectores geométricos; 
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esta suma nos proporciona un modelo apropiado de la fuerza 
neta. 


No siempre son los vectores geométricos unos modelos adecua- 
dos para las fuerzas. Por ejemplo, si queremos tener en cuenta 
cuánto voltean al barco los cabos de remolque, tendremos que 
considerar como importantes los puntos donde están atados 
al barco. En ese caso, no podremos simplificar el barco hasta 
expresarlo como una partícula, sino como un segmento de recta, 
y usaremos, como modelos de las fuerzas, unas flechas aplicadas 
en los puntos convenientes del segmento de recta. 


Aplicaciones geométricas 


La segunda aplicación importante de los vectores geométricos 
es que se prestan fácilmente para especificar puntos del espacio 
con respecto a un punto fijo (llamado origen). Si utilizamos 
un vector geométrico r para definir una traslación, entonces 
la imagen del origen r(O) está determinada de manera única. 
Este es, digamos, el punto P. 


Quizá sea difícil entender, por ahora, las ventajas de determinar 
el punto P mediante el vector geométrico r en vez de deter- 
minarlo, digamos, por sus coordenadas (x, y, 2) en un sistema 
de coordenadas cartesianas. (Véase, a continuación, la figura.) 


Con frecuencia necesitamos determinar la posición de un 
punto del espacio en un problema que ha nacido de una si- 
tuación física donde hemos utilizado los vectores geométricos 
como modelos de ciertas cantidades como las fuerzas. En ese 
caso, hay verdaderas ventajas en conservar toda la discusión 
en términos de los vectores geométricos. Es posible afrontar 
ciertas situaciones sin la ayuda de los vectores geométricos, 
del mismo modo que podemos prescindir del álgebra y usar 
únicamente la aritmética. Sin embargo, hay ventajas tan con- 
siderables en el planteamiento de los problemas y en las ma- 
nipulaciones que requieren su solución, que bien merece la pena 
usar los vectores geométricos. 


Como un ejemplo trivial de la simplificación que el uso de los 
vectores geométricos puede brindar a un problema, considere- 
mos la fórmula para encontrar el punto medio M del segmento 
de recta que une los puntos P y Q. 


2 ', 
-<.M 


'», 
e. 
', 
e 


5 PQ y,z) 


56 


MB 22.4 


MB 22.4 


Las coordenadas cartesianas de M son 


x+X y4+4Y2z2+2Z 
- a 


mientras que, por otra parte, el punto está igualmente bien 
determinado por el vector geométrico Hr +8). Si usamos los 
vectores geométricos, necesitamos únicamente la tercera parte 
del tiempo y del espacio para trasmitir la misma información. 


Piense, por un momento, cómo podría trasmitir la información 
reflejada en el siguiente diagrama, si tuviera que utilizar sola- 
mente las coordenadas cartesianas (en el diagrama, r deter- 
mina el punto P, y F se utiliza como modelo de una fuerza que 
está aplicada a una partícula en el punto P). 


la 


origen 


Post scriptum 


“La mente humana nunca ha podido inventar una máquina 
que permita ahorrar tanto tiempo como el álgebra”. 


The Nation, Vol. 33, página 237 
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Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites l 
Computación 1 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación 1 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística MI 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal 11 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal II 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos Il 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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